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RESUMO

Esta dissertagao aborda o problema da estimacao de trajetérias balisticas em radares
de contrabateria, com foco especifico na aplicagdo do Filtro de Kalman Estendido e
no Estimador de Maxima Verossimilhanga. O trabalho inicia-se com a exploracao da
modelagem balistica de projéteis, englobando aspectos fundamentais da balistica externa.
Por meio desta andlise, a pesquisa apresenta uma compreensao aprofundada das dindmicas
envolvidas no movimento dos projéteis e os fatores que influenciam seu comportamento.
Um componente central deste estudo ¢ a aplicacao do Filtro de Kalman Estendido. Este
método, conhecido por sua eficadcia na previsao e correcao de trajetérias em sistemas
dindmicos, é explorado em detalhe, com énfase na sua capacidade de acomodar modelos
nao lineares inerentes a balistica de projéteis. Dentro deste contexto, diferentes modelagens
para o parametro de arrasto sao apresentadas e analisadas. O estudo compara estas
modelagens, buscando identificar aquela que oferece a melhor estimativa deste parametro
crucial, impactando diretamente na precisao da previsao de trajetorias. Além disso, a
dissertacao avanca para a discussao sobre o Estimador de Maxima Verossimilhanca,
aplicado no contexto da estimacao de pontos de lancamento e de impacto de projéteis.
Este segmento da pesquisa mostra a importancia e a robustez do método de Maxima
Verossimilhanca, demonstrando sua eficacia na obtencao de estimativas de forma precisa.
Os resultados obtidos contribuem para o entendimento das caracteristicas do Filtro de
Kalman e do estimador de Maxima Verossimilhanca, especialmente em relacao a precisao
e a aplicabilidade em tempo real. Os resultados sublinham a importancia de estimar
os parametros de maneira eficiente e dinamica, reforcando a relevancia do estudo para
aprimorar métodos de previsao de trajetorias em sistemas de radar de contrabateria. Este
trabalho também contribui para o campo da balistica e sistemas de radar, fornecendo
resultados para o desenvolvimento de métodos mais precisos e eficientes de previsao e
analise de trajetorias de projéteis.

Palavras-chave: Trajetorias Balisticas; Filtro de Kalman Estendido; Estimador de Ma-
xima Verossimilhancga; Radar Contrabateria; Extrapolacao; Ponto de Impacto; Ponto de
Lancamento.



ABSTRACT

This research addresses the problem of estimating ballistic trajectories in counter-battery
radars, specifically focusing on applying the Extended Kalman Filter and the Maximum
Likelihood Estimator. The work begins with exploring projectile ballistic modeling, en-
compassing fundamental aspects of external ballistics. Through this analysis, the research
provides an in depth understanding of the dynamics involved in projectile motion and the
factors influencing their behavior. A central component of this study is the application
and theoretical deepening of the Extended Kalman Filter. This method, known for its
effectiveness in predicting and correcting trajectories in dynamic systems, is explored in
detail, emphasizing its ability to accommodate the nonlinear models inherent in projec-
tile ballistics. Different modeling approaches for the drag parameter are presented and
analyzed within this context. The study compares these models, seeking to identify the
one that provides the best estimate of this crucial parameter, directly impacting the
accuracy of trajectory prediction. Furthermore, the dissertation discuss the Maximum
Likelihood Estimator applied in estimating launch and impact points of projectiles. This
segment of the research demonstrates the importance and robustness of the Maximum
Likelihood Estimation method, showing its effectiveness in obtaining precise estimates.
The results obtained are significant, highlighting the characteristics of the Kalman Filter
and Maximum Likelihood, especially regarding accuracy and real-time applicability. The
results underscore the importance of efficiently and dynamically estimating parameters,
reinforcing the relevance of the study in improving methods of trajectory prediction in
counter-battery radar systems. This work also contributes to ballistics and radar systems,
providing important results for developing more precise and efficient methods for predicting
and analysing of projectile trajectories.

Keywords: Ballistic Trajectories; Extended Kalman Filter; Maximum Likelihood Estima-

tor; Battery Counter Radar; Extrapolation; Launch Point; Impact Point.
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1 INTRODUCAO

Em um panorama global onde os conflitos armados continuam a desempenhar um
papel significativo na geopolitica, a tecnologia militar evoluiu para atender as demandas
crescentes de precisao, eficiéncia e responsabilidade. Nos recentes conflitos globais, tem-se
notado um aumento significativo no uso de foguetes, artilharia e morteiros (RAM, do
inglés, Rockets, Artillery projectiles and Mortar grenades) [1]. Diante deste cenério, a
eficicia no combate a esses armamentos demanda precisao, confiabilidade e uma resposta
rapida, tornando os sistemas radares de contrabateria (SRCB) instrumentos cruciais [2].
Neste contexto, a capacidade de estimar com precisao os pontos de impacto e lancamento
de projéteis de artilharia usando radares de contrabateria emerge como um componente

critico da estratégia defensiva e ofensiva das forcas armadas.

A evolucao da artilharia, acompanhada pelo surgimento dos radares de contrabate-
ria, reforca seu papel vital em estratégias de combate, demonstrando uma significativa
evolugao desde sua origem. Com o passar dos séculos, a evolucao dos sistemas de artilharia
foi acompanhada por um aprimoramento correspondente nas tecnologias destinadas a
neutraliza-los. Os radares de contrabateria, que surgiram durante a Segunda Guerra Mun-
dial, representam um avanco significativo neste campo. Eles sdo projetados para detectar
os projéteis de artilharia, estimar o ponto lancamento e ponto de impacto instantes depois

dessa detecgao, permitindo uma resposta rapida ao inimigo.

A importancia deste sistema nao pode ser subestimada, pois ele ndo s6 aumenta
a eficacia do contra-ataque, mas também minimiza baixas em bases militares e reduz os
danos a infraestruturas criticas. A Guerra do Afeganistao foi um conflito de quase 20 anos
entre Estados Unidos e Afeganistao, marcada pela ameaga imposta por ataques terroristas.
Nestes combates, observou-se o frequente emprego de RAM’s representando sérias ameagcas
as forcas militares, bem como um grande perigo para instalagoes militares. Assim, uma
tarefa importante para pesquisa e desenvolvimento internacional é proteger instalagoes
militares e implementar um sistema de alerta precoce e preciso, que atue contra ameacas

de RAM, utilizando tecnologias como os radares counter-RAM [1].

A relevancia dos SRCB na guerra contemporanea é enfatizada pela natureza dos
conflitos modernos, onde a artilharia continua a ser um elemento-chave. A capacidade de
localizar rapidamente a origem dos disparos inimigos ¢ crucial, especialmente em cenarios
de guerra assimétrica. Este aspecto ganhou especial atengdo durante a recente guerra na
Ucrénia, onde o uso de artilharia pesada tem sido extensivo. A eficacia dos radares de
contrabateria nesta regiao demonstrou nao apenas sua importancia tatica, mas também o

impacto que podem ter na dindmica geral do conflito [3].
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Ademais, a eficiéncia dos radares de contrabateria tem implica¢oes significativas
nao s6 do ponto de vista operacional, mas também ético. Em um mundo onde os conflitos
armados sao cada vez mais observados e analisados por uma audiéncia global, a precisao
na localizagao de pontos de langamento e a minimizacao de danos colaterais tornaram-se
questoes de importancia critica. Esta realidade eleva o radar de contrabateria de uma
ferramenta tatica para um instrumento vital na busca por uma guerra mais responsavel
quanto a conducao de operagoes militares com maior precisao e reducao de danos colaterais.
Relembrando a importancia em minimizar o impacto negativo sobre civis e infraestruturas
nao-militares, ao mesmo tempo, o sistema pode maximizar a eficacia das operagoes

militares.

A estimacado de pontos de impacto e de lancamento nao é isenta de desafios.
Aspectos como a velocidade do projétil, condigdes ambientais, e contramedidas eletronicas
podem afetar a precisao dos radares. Além disso, o ambiente de batalha moderno apresenta
desafios adicionais, como a necessidade de diferenciar entre diferentes tipos de projéteis e

lidar com situagoes onde multiplos lancamentos ocorrem simultaneamente.

Os avancos tecnoldgicos recentes, incluindo melhorias na sensibilidade dos sensores,
algoritmos de processamento de dados mais avangados e integracao de inteligéncia artificial,
tém contribuido para superar esses desafios. Estes desenvolvimentos permitiram uma
precisao maior, tempos de resposta mais rapidos e uma melhor capacidade de adaptagao a

diferentes cenarios de combate.

1.1 Contextualizacao e Justificativa

Os radares de contrabateria sdo eficientes na deteccao e analise de projéteis de
artilharia, incluindo obuses, morteiros e lancadores de foguetes. Utilizando dados de radar,
esses sistemas calculam as trajetérias dos projéteis, permitindo estimar tanto a posicao
de lancamento quanto o ponto de impacto previsto. Essa funcionalidade é crucial para

identificar rapidamente a posicao do inimigo e possibilitar agoes imediatas de resposta.

Além disso, a precisao dos radares e sistemas computacionais atuais permite que os
radares counter-RAM detectem as posi¢oes de lancamento do inimigo, abrangendo desde
projéteis de artilharia convencionais até sistemas avancados de foguetes de lancamento
multiplos. Esse processo nao apenas contribui para a eficiéncia defensiva, mas também
otimiza a operacao das unidades de artilharia proprias ao ajustar suas estratégias com

base nas informagoes adquiridas [4].

No conflito mundial mais recente é possivel observar o grande uso de radares
counter-RAM. A invasao da Ucrania pela Russia em 2022 é vista por analistas como o
maior confronto militar na Europa desde a Segunda Guerra Mundial. As batalhas vém

sendo marcadas por uma guerra territorial, cercada de ataques a postos fronteirigos e
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disputa em diferentes areas da Ucrania.

Recentemente, o Exército Brasileiro (EB), por meio de seu Departamento de Ciéncia
e Tecnologia (DCT), valeu-se de um acordo de cooperagao técnica com a Empresa Brasileira
de Aerondutica S.A. (Embraer), para a concepcao de um Sistema Radar de Contrabateria
(SRCB). O acordo teve por finalidade a promogao de estudos preliminares conjuntos dos
conceitos técnicos e operacionais do SRCB, bem como a identificacdo do nivel de utilizagao
tecnologica e industrial dos sistemas radares ja desenvolvidos pelo Centro Tecnolégico do
Exército (CTEx) em parceria com a Embraer na concepgao, pesquisa e desenvolvimento

de potenciais radares de contrabateria, que atendam aos requisitos do EB.

No final de 2022, foi assinado Convénio envolvendo o CTEx, o IME, a FAPEB e a
FINEP para a Pesquisa e Desenvolvimento de um Demonstrador Tecnolégico do Radar de
Contrabateria. Dentro do escopo deste convénio, foi assinado o contrato FAPEB-Embraer,

que se desenrola como o segundo passo do acordo de cooperagcao.

Por meio das seguintes portarias, ficaram estabelecidos os requisitos operacionais,

técnicos, logisticos e industriais do SRCB:

o Portaria Ne 59-EME, de 13 de marco de 2019: aprova os requisitos operacionais
bésicos (ROB) do Radar Multifungao do Sistema de Artilharia de Campanha (EB20-
RO-04.027), 1* Edicao, 2019 [5]; e

o Portaria Ne 60-EME, de 13 de marco de 2019: aprova os requisitos técnicos, logisticos
e industriais (RTLI) do Radar Multifun¢ao do Sistema de Artilharia de Campanha
(EB20-R0O-04.016), 1* Edigao, 2019 [6].

Os requisitos técnicos absolutos (RTA) sdo aqueles indispensaveis e incontestaveis.

Destacam-se nesse campo os seguintes RTA’s de interesse:

o RTA 15 - O Radar Multifuncao deve ser capaz de exibir para o operador as coordena-
das absolutas da posigao estimada do meio de lancamento em até 2s (dois segundos)

apés a deteccao do fogo de artilharia.

o RTA 20 - O Radar Multifuncao deve ser capaz de exibir para o operador as coorde-
nadas absolutas da posi¢ao estimada do ponto de impacto em até 2s (dois segundos)

apés a deteccao do fogo de artilharia.

o RTA 26 - A Estacao de Trabalho do Radar Multifun¢ao deve ser capaz de exibir ao
operador representacoes graficas das posigoes estimadas dos meios de langamento

dos fogos de artilharia sobre a carta digital georreferenciada.
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o RTA 27 - A Estacao de Trabalho do Radar Multifuncao deve ser capaz de exibir ao
operador representacoes graficas das posi¢oes estimadas dos pontos de impacto dos

fogos de artilharia sobre a carta digital georreferenciada.

Além destes requisitos técnicos absolutos, a Tabela 1 resume alguns requisitos
importantes [5], incluindo requisitos com parametros associados ao erro de localizagao do
alvo (TLE, do inglés, target location error). O TLE corresponde ao raio em metros, a partir
da posicao verdadeira do alvo, que define uma circunferéncia que contém X% de tentativas
de calcular a posigao verdadeira do alvo. Por exemplo, um erro de localiza¢ao a 90% (TLE
90%) da posigao estimada do ponto de impacto do fogo de artilharia, definido como o raio
em metros, a partir da posicao verdadeira de impacto, que define uma circunferéncia que
contém 90% de tentativas de calcular a posicao verdadeira. O requisito é definido como o
maior valor entre uma medida absoluta em metros e um percentual da distancia em que o

projetil foi detectado.

Como um exemplo concreto, pode-se ver na Tabela 1 que o radar contrabateria
deve ter TLE 50% (erro de localizagao do alvo a cinquenta por cento) para coordenadas
absolutas da posicao estimada dos meios de lancamento de 0,35% da distancia em que um
obus foi detectado, ou de 35 m, o que for maior. Compreender e prever o TLE é crucial
para o desenvolvimento de armas autonomas, devido aos baixos erros circulares provaveis

que sao almejados [7].

Tabela 1 — Erro de localizagao do meio de lancamento e ponto de impacto

Tipo de arma (alvo) | TLE (%) | Distancia da detecgao
50 0,35% ou 35m
Obus 155mm 90 0,90% ou 90m
50 0,40% ou 70m
Foguete 55-40 90 1,0% ou 175m
Morteiro 120mm 85 0,25% ou 30m

Com a intengao de se trabalhar com uma base de dados reais, por meio de medidas
de sistemas radares, foram obtidas informacoes do Sistema Transportavel para Rastreio de
Engenhos em Voo (STREV). O sistema foi comercializado pela empresa brasileira Omnisys,
subsidiaria da Thales, uma multinacional francesa especializada em sistemas eletronicos
de alta tecnologia. O STREV incorporou componentes modernizados do sistema radar
de banda C que ja operava no Centro de Avaliagoes do Exército - CAEx. O sistema de
rastreio consegue fornecer informacoes essenciais para a andlise de desempenho de foguetes,
misseis e munigoes. Ele inclui radares de rastreio, sistemas épticos, estagoes de comando e

controle, telemetria e centro de comando e controle [8].

A utilizagdo dessa base de dados se concentrou nas medidas do radar de Banda C

que compoe o sistema de rastreio em questao. Essas medidas foram obtidas de lancamentos
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de diferentes tipos de armas como morteiros 81lmm e 120mm. Desta forma, é possivel
descrever as trajetorias desses engenhos através de medigoes, como: elevagao, distancia e
azimute. Por meio de transformagcoes dos sistemas de coordenadas, o calculo da posi¢ao do
engenho deve ser representado por coordenadas cartesianas. A importancia dessas medidas
reais é que elas podem fornecer informacoes das posi¢oes de projéteis de forma semelhante

as utilizadas pelos radares de contrabateria.

E possivel, por meio da teoria de balistica externa, criar diferentes modelos que
se alteram conforme a complexidade do problema e a exigéncia dos requisitos do SRCB
planejado pelo Exército Brasileiro. Ademais, vislumbra-se analisar os dados simulados
com dados reais, para permitir ajustes nos modelos considerados. Os requisitos técnicos
absolutos mencionados acima, que fazem parte de um conjunto de exigéncias observadas
nas portarias do SRCB, podem ser avaliados e o trabalho pode atuar nesses requisitos

para verificar e responder se essas exigéncias sao atendidas pelos modelos propostos.

Cabe ressaltar que o projeto do SRCB, na sua primeira etapa, contempla a pesquisa,
o desenvolvimento e a construcao de um demonstrador de tecnologia para um radar de

contrabateria a partir da tecnologia desenvolvida no projeto do radar SABER M200 MM.

Conforme previsao observada no Plano Estratégico do Exército (2020-2023) [9],
o projeto dos radares M200 estd em fase final de desenvolvimento. Assim sendo, os
conhecimentos adquiridos neste projeto do M200 podem ser utilizados para se aprofundar
nos futuros projetos, tais como o SRCB pretendidos pelo EB, o que também concorda
com o Plano Estratégico de Ciéncia, Tecnologia e Inovagao - PECTTI (2020 - 2023) [10].

O estudo proposto se enquadra na Politica e Estratégia Nacional de Defesa [11],
ao promover a formagcao em ciéncias basica e aplicada, privilegiando-se a aproximagao da
produgao cientifica com as atividades relativas ao desenvolvimento de andlises estratégicas,
ao desenvolvimento tecnoldgico da Base Industrial de Defesa (BID) e ao aprimoramento
dos instrumentos de gestao e aperfeicoamento de doutrinas operacionais. Além disso,
capacitar engenheiros e pesquisadores para o desenvolvimento de tecnologias conforme
os planos do EB também é uma das tarefas voltadas ao aperfeicoamento do sistema de

ciéncia, tecnologia e inovagao do pais.

O presente trabalho possui relagao direta com uma das linhas de pesquisa do
Programa de Pds-Graduagao em Engenharia de Defesa do Instituto Militar de Engenharia
(IME) e pode apresentar impacto tecnoldgico por se tratar de um tema de interesse
do Exército Brasileiro. Assim, este trabalho contribui para a propagacao de técnicas e
conhecimentos que podem ser empregados pelas Forcas Armadas brasileiras, oferecendo

também potencial para auxiliar no desenvolvimento da Industria de Defesa Nacional.
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1.2 Evolucao da Pesquisa e Contribuicoes

No trabalho apresentado por [1], é apresentado um método para a determinagao
da trajetéria, calibre e tipo de projétil com base na estimativa do coeficiente balistico.
Através de simulagoes, é desenvolvido um processo de otimizacao para o ajuste iterativo
de trajetérias previstas em tempo real. Métodos analiticos e numéricos sdo propostos para
reduzir o tempo de processamento, visando aplicagoes em sistemas computacionais de
baixo custo e fora da area de missoes. O trabalho permite a visualizacao dos resultados em

uma interface grafica e ressalta a necessidade da representagao tridimensional da trajetéria.

No artigo de [12], um método de filtro de miltiplo modelo MMF (do inglés, multiple
model filter) é implementado para a estimativa do estado de projéteis balisticos e sua
identificagao, utilizando medicoes de radar para a previsao do ponto de impacto (IPP). A
identificagdo do projétil é baseada no conhecimento do método de estabilizacao usado, sendo
crucial para a precisao do ponto de impacto. O estudo demonstra que, por simulagoes
em trajetorias de diversos projéteis, é possivel identificar o tipo de projétil com alta
probabilidade e prever o ponto de impacto com precisao e consisténcia. No entanto, o
trabalho se concentra apenas na estimativa do ponto de impacto (PI) e ndo aborda a

estimativa do ponto de langamento (PL).

O artigo [13] apresenta um estudo sobre técnicas de estimativa nao linear para
a previsao do ponto de impacto de alvos balisticos considera trés algoritmos: o filtro de
Kalman estendido (EKF), o filtro de Kalman unscented (UKF) e o filtro de particulas
(PF). Utilizando medidas iniciais da trajetéria como condigao inicial, os autores resolvem
numericamente as equagoes de movimento para obter a previsao do ponto de impacto. As
técnicas sao comparadas em termos de previsao de pontos de impacto e limites inferiores
tedricos de erro de estimativa de Cramer-Rao. O estudo conclui que o filtro de particulas
nao apresenta melhorias significativas em relagao ao EKF e UKF no modelo dindmico
utilizado, o que justifica a continuidade do uso do EKF para estimativas de ponto de

impacto.

No artigo [2] é proposto um método para fusdo de dados de radares por medigoes
assincronas, utilizando o Estimador de Maxima Verossimilhanca. Este método ¢é aplicado
para o rastreamento de trajetorias balisticas, com uma avaliacdo focada na precisao
e robustez contra ruidos e incertezas presentes nas medidas. Os resultados obtidos se
baseiam na premissa de conhecimento prévio das caracteristicas dos coeficientes balisticos
dos projéteis. Adicionalmente, o estudo ressalta a necessidade de implementacao de um

algoritmo para estimativa online do coeficiente balistico.

O estudo apresentado no artigo [14] explora a estimativa de pontos de langamento
e impacto de alvos balisticos, além de sua classificacao, com base em dados de radar.

Emprega-se o Estimador de Maxima Verossimilhanca, em conjunto com um banco de dados
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que inclui informagoes prévias sobre varidveis como o coeficiente de arrasto aproximado e
detalhes sobre as propriedades dindmicas do alvo. Os resultados obtidos dependem desse

banco de dados contendo as informacoes a priori do alvo.

O trabalho apresentado em [15] utiliza um filtro digital durante as medidas iniciais
do radar e posteriormente um modelo Gaussiano para modelar o coeficiente de arrasto.
Por meio deste modelo é possivel extrapolar e estimar a trajetéria futura do projétil
numericamente, mediante métodos como o Runge-Kutta de 4* ordem, permitindo prever o

ponto de impacto com base no modelo balistico adotado.

No presente trabalho, sao destacadas andlises comparativas entre estimativas
geradas por dois diferentes estimadores: o EKF' classico, conforme exemplos nos trabalhos
[12] e [13], e o Estimador de Maxima Verossimilhanga, adaptado de estudos como [2]
e [14]. Essas andlises focam na correspondéncia dessas estimativas com os requisitos
técnicos estabelecidos para o SRCB do Exército Brasileiro. Esta abordagem permitiu uma
compreensao da relevancia e aplicabilidade de alguns requisitos de projeto, fornecendo
conhecimentos sobre a viabilidade desses critérios e sua consonancia com os resultados

observados.

Além disso, a inclusao de medigoes realizadas pelo radar de banda C do sistema de
rastreamento STREV enriqueceu a pesquisa, criando um paralelo direto com as condigoes
operacionais reais. Essa integracao possibilitou uma avaliagdo mais exata e confiavel das
estimativas de ponto de impacto efetuadas pelo Filtro de Kalman, conciliando os conceitos

tedricos com as aplica¢des no mundo real.

1.3 Objetivos da Pesquisa

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo central da pesquisa visa desenvolver e avaliar modelos para a estimagcao
de trajetorias balisticas em sistemas de radar de contrabateria. Para atingir isso, sera
desenvolvido e analisado um modelo especifico que incorpora o uso do Filtro de Kalman
Estendido e o Estimador de Maxima Verossimilhanca. Esta abordagem tem como foco
garantir uma estimativa de trajetoria de projéteis com a precisdo necessaria, considerando
a eficiéncia e a eficacia operacional dos sistemas de radar de contrabateria. Adicionalmente,
realizar um estudo comparativo abrangente das técnicas de estimacao de trajetéria balistica
apresentadas na literatura, especificamente aplicadas aos RTAs do Sistema de Radar
Contrabateria (SRCB), conforme descrito em [5] e [6]. O objetivo é avaliar métodos
eficientes para representar trajetorias balisticas estimadas, adequadas para implementacoes

em tempo real em sistemas de radares contrabateria.
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1.3.2 Objetivos Especificos

« Estudar a modelagem balistica de projéteis, explorar os aspectos fundamentais da
balistica externa, focando nas dinamicas do movimento dos projéteis e nos fatores

que influenciam seu comportamento.

o Investigar a aplicabilidade do filtro de Kalman estendido em sistemas dinamicos.
Avaliar a eficacia do Filtro de Kalman Estendido em prever e corrigir trajetorias,

particularmente em relagao a modelos de processos nao lineares.

o Estudar e comparar variadas abordagens de modelagem para o parametro de arrasto,

determinando qual oferece a melhor precisao na estimativa de trajetorias.

o Avaliar o método do Estimador de Maxima Verossimilhanca, investigar sua eficicia
na estimacao de pontos de lancamento e impacto de projéteis, comparando-o com

outras técnicas.

o Demonstrar a aplicabilidade pratica e em tempo real dos métodos estudados. Validar
os métodos desenvolvidos mediante simulacoes e andlises, destacando sua utilidade e

eficiéncia em cenarios de aplicacao real e em tempo real.

» Focar especificamente no problema de determinacao do ponto de langamento (PL)
de projéteis, abordando-o em conjunto com o problema de estimacao do ponto de
impacto. Este objetivo visa suprir uma lacuna na literatura, proporcionando uma

analise da estimacado do PL de projéteis, que é menos explorada.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho estd estruturado em capitulos, cada um desempenhando uma fungao

essencial na exposicao e elucidacao do conteiido abordado.

O Capitulo 2 se dedica aos Fundamentos Tedricos, focando nos aspectos técnicos e
tecnologicos subjacentes a estimacgao de pontos de impacto e lancamento. Este capitulo
inclui detalhes sobre a balistica externa de projéteis, dinamicas do movimento de projéteis,

analise cinematica, e diferentes sistemas de coordenadas para rastreio.

No Capitulo 3, combinamos os topicos que abrangem o Filtro de Kalman e o
Estimador de Maxima Verossimilhanga aplicados a trajetérias balisticas. Este capitulo
cobre desde o Filtro de Kalman Classico e Estendido até os Modelos Cinematicos, e discute
detalhadamente o Estimador de Maxima Verossimilhanca, incluindo suas aplicagoes, funcgao

custo e métodos de otimizacao.
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O Capitulo 4, detalha a metodologia adotada na pesquisa, abordando os dados
experimentais, o uso do Filtro de Kalman Estendido na estimacgao de trajetoria balistica,

as modelagens para o parametro de arrasto, e simulagoes para estimar esse parametro.

No Capitulo 5, sao apresentados os resultados obtidos, focando na estimacao de PI
com o EKF e seguindo com os resultados para PI e PL pelo Estimador ML, abordando a
solugdo por Algoritmos Genéticos e detalhando a solugao por Algoritmo de Levenberg-

Marquardt.

Finalmente, o Capitulo 6 sintetiza os principais achados da pesquisa, discute as
contribuigoes para o campo da balistica e sistemas de radar, e oferece recomendagoes e

direcoes futuras para pesquisa.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Este capitulo pretende estabelecer a base tedrica necessaria para o entendimento e
desenvolvimento do trabalho no que tange os conceitos béasicos utilizados nos capitulos
seguintes. Inicialmente, na Secao 2.1, sdo mostrados os fundamentos da balistica externa,
essenciais para compreender a dinamica de projéteis. Segue-se uma analise detalhada da
dindmica do movimento de projéteis e uma investigagdo sobre a cinematica associada. Por
fim, sao abordados os sistemas de coordenadas na Secao 2.2, utilizados para o rastreamento,

que desempenham um papel crucial ao longo de nossa andlise e discussao.

2.1 Balistica Externa de Projéteis

A balistica externa estuda o movimento de projéteis no espaco apds deixarem a
boca do armamento até o momento do impacto com o alvo. Este ramo da dinamica de
corpos rigidos envolve a analise das forgas gravitacionais e aerodinamicas que influenciam
o trajeto do projétil. Seu escopo abrange a dinamica e estabilidade dos projéteis, pre-
visao da trajetéria de voo, tempo de voo, angulo, velocidade e localizagao do impacto.
Modernamente, a balistica externa também engloba o projeto e a analise de algoritmos de

orientacao para projéteis guiados [16].

O modelo balistico fundamental baseia-se na Segunda Lei de Newton e nas equagoes
de movimento. Ele considera tanto a resisténcia do ar (arrasto) quanto a forca da gravi-
dade. Em casos especificos, como foguetes, um vetor de empuxo adicional é considerado,
geralmente gerado por gases de combustao com velocidades que variam entre 1800 e 4500
m/s. A aceleracao da gravidade g atua na diregdo vertical sobre a massa pontual do
projétil, neste trabalho, consideramos que a aceleracao da gravidade tem um moédulo de

|g|=9.80665 m/s?, valor este adotado ao nivel do mar [17].

Na modelagem, o arrasto aerodindmico é um fator crucial, variando com a velocidade
do projétil, seu peso e forma aerodindmica. As propriedades do ar, como densidade,
temperatura, vento e velocidade do som, também influenciam o arrasto. O coeficiente
de arrasto é particularmente importante e varia com o nimero Mach (Ma) o qual é
representado pela Equagao (2.1), uma medida adimensional da velocidade definida pela

razao entre a velocidade do objeto |v| e a velocidade do som no meio vy.

M, = v (2.1)

Vs
Em contextos atmosféricos, vy é influenciada principalmente pela temperatura. Uma

formulacdo comum para aproximar v, no ar € vy = 331,5 X /1 + 2% m/s, com T, sendo a



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 27

temperatura ambiente em graus Celsius. Esta relagao reflete como a velocidade do som

aumenta com a elevacdo da temperatura [18].
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Figura 1 — Coeficiente de arrasto versus o nimero Mach para um projétil tipico.

A Figura 1 ilustra a relagdo do coeficiente de arrasto com a velocidade do objeto,
destacando como diferentes velocidades Mach o afetam, o gréfico foi adaptado de [19]. A
relagdo entre o coeficiente de arrasto (Cp) e o nimero Mach depende de diversos fatores
sendo influenciada por caracteristicas aerodinamicas especificas de um objeto, como sua
forma, tamanho e condi¢des do fluxo de ar ao redor dele. Geralmente, essa relagao é
determinada por meio de dados experimentais, especialmente porque o comportamento do

fluxo de ar pode mudar significativamente com diferentes velocidades.

A influéncia das condig¢oes atmosféricas, particularmente a variacao da densidade
do ar em funcao da altitude, é fundamental na determinacao da trajetéria de projéteis.
Mudancas sutis nas caracteristicas atmosféricas podem provocar desvios consideraveis nas
trajetérias de projéteis de longo alcance. Tais variagoes, mesmo que minimas, podem influ-
enciar significativamente o ponto de impacto de um projétil, com efeitos mais pronunciados

em distancias maiores.

Ao nivel do mar, onde a pressdo atmosférica é mais elevada, o ar tende a ser mais
denso. A medida que ascendemos em altitude, essa densidade decresce progressivamente,
um fendmeno que se deve principalmente a reducao da pressao atmosférica com a elevacgao
da altitude [20]. Por meio do modelo exponencial da densidade do ar apresentado em [16],
é possivel analisar essa influéncia atmosférica e suas variagoes com a altitude que o objeto
balistico percorre. De maneira mais precisa, trata-se de uma funcao exponencial que varia

localmente em funcao da altitude, conforme detalhado por

p(z) = poe™", (2.2)

onde:
po - densidade do ar no local do tiro (kg/m?)

z - altitude do local de tiro (m)
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p(z) - densidade do ar na altitude z (kg/m?)

h - fator de decaimento da densidade do ar com a altitude (1/m)

A Figura 2 representa graficamente o comportamento da densidade conforme o
aumento da altitude, expressa no trabalho como z em um intervalo de até 30 km e nos
mostra a grande queda no valor da densidade p(z). Os misseis taticos, por exemplo, podem
atingir altitudes de algumas centenas de metros a alguns quilometros, usados em teatros

de guerra para atingir alvos especificos dentro de uma area de combate [21].

1.4

1.2

o o
o © [

Densidade do ar p(z) (kg/m?)
o
2

0.2

0 05 1 15 2 25 3
Altitude z (m) x10%

Figura 2 — Comportamento da densidade do ar com a altitude.

As Figuras 3 e 4 ilustram o comportamento da densidade do ar em trajetorias
simuladas para projéteis de morteiro 81 mm. Na Figura 3, é evidenciado o comportamento
da trajetéria Ty, na qual o projétil alcanca uma altitude superior a 5 km, acompanhada por
uma reducao aproximada de 50% na densidade do ar. J& na trajetéria T, apresentada na
Figura 4, o disparo atinge um pico de altitude de 1586 m, resultando em uma diminuicao
de cerca de 20% na densidade do ar (p). Este comportamento destaca uma das varidveis
que aumentam a complexidade do desafio de estimar trajetorias, pois a densidade do ar
¢ um dos parametros cruciais no equacionamento dos modelos balisticos empregados na

descricao do movimento desses objetos.

Nas Figuras 5 e 6, apresentamos a trajetéria simulada de um morteiro de 81 mm
de massa 4,036 kg, velocidade inicial de 301,9 m/s e elevagao do tiro de 45°, realizada no
software PRODAS® (Projectile Rocket Ordnance Design and Analysis System) [22]. Os
resultados obtidos através do PRODAS foram empregados para ilustrar a curva de arrasto
caracteristica do projétil, bem como a variagdo do coeficiente de arrasto em funcao da

velocidade deste projétil, evidenciados pela cor vermelha nos graficos.
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Em conclusao, a modelagem do coeficiente de arrasto, devido a sua natureza nao
linear evidenciada na curva de arrasto do projétil, representa um desafio significativo.
Esta caracteristica destaca as consideraveis dificuldades na modelagem deste parametro
essencial, que demonstra variagoes distintas e complexas em relacdo ao niimero Mach.
Este fato destaca a necessidade de abordagens sofisticadas e precisas no estudo balistico,

enfatizando a importancia de uma analise detalhada para a compreensao do comportamento

dos projéteis.
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35

2000
1500
g 1000

N

500

x (m) 5000 6000

Figura 5 — Trajetéria completa morteiro 81 mm PRODAS.
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Figura 6 — Dados morteiro 81 mm PRODAS.

2.1.1 Dinamicas do Movimento de Projéteis

Nesta subsec¢ao, deduzimos as equagoes diferenciais que regem a trajetéria de um
corpo de massa pontual, conforme detalhado em [16]. O enfoque inicial é em um sistema
de coordenadas retangulares: o eixo y alinha-se tangencialmente a superficie terrestre no
ponto de lancamento, direcionando-se do langador ao alvo; o eixo z é definido verticalmente
para cima a partir do ponto de langamento; e o eixo x se estende no plano tangente a
Terra no ponto de lancamento. A Figura 7 apresenta este sistema de coordenadas, uma

trajetoria tipica de massa pontual e as variaveis pertinentes.
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Figura 7 — Modelo Massa Ponto.

De acordo com a segunda lei de Newton e considerando um projétil de massa
constante, desconsiderando-se a aceleragdo de Coriolis atribuida a rotagdo da Terra, a

dindmica do projétil pode ser descrita pelas seguintes Equacoes [19]:

F=ma, e (2.3)
d 1
md—: = > F; + mg, (2.4)

onde:
m - ¢ a massa do projétil
v - o0 vetor velocidade

a - o vetor aceleragao
I
> F; - o vetor da soma das forcas aerodinamicas

i=1
g - o vetor da aceleracao da gravidade

Em um projétil balistico as forgas aerodinamicas principais sao o arrasto e a
gravidade. Outras forcas como sustentagao (lift), forca Magnus e forca de Coriolis podem
atuar no projétil, mas sao menos significativas sendo negligenciadas neste trabalho. Essas

forcas, com a velocidade inicial e o angulo de disparo, determinam a trajetéria do projétil.

Portanto, considera-se que apenas a forga de arrasto estd atuando para desacelerar
o projétil, enquanto a forga gravitacional o atrai em dire¢ao ao solo. A forca de arrasto

aerodinamica exercida sobre o projétil é descrita pela Equagao (2.5).

1
Fp = —EpSCD|V|V, (2.5)

onde,

S - a area da segao transversal do projétil
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p - a densidade do ar
v - o vetor velocidade do projétil

Cp - o coeficiente de arrasto

Como mencionado anteriormente, o coeficiente de arrasto Cp ¢ influenciado pela
razao de velocidades Ma, como demonstrado na Figura 1. Sua relacdo com o ntimero
Mach nao é linear e nem direta. Na literatura, identificam-se trés categorias distintas de
coeficiente de arrasto, cada uma caracterizada por comportamentos tinicos em funcao do
niumero Mach [19]:

1. Cp aproximadamente constante - é 1til para o regime de voo subsonico: M, < 1

2. Cp inversamente proporcional ao nimero Mach, podendo se estabilizar em valores

muito elevados - é caracteristica do regime de voo supersonico alto: M, > 1

3. Cp inversamente proporcional a raiz quadrada do nimero Mach - 1til no regime

supersonico baixo: M, > 1

A forca de arrasto atuante no projétil pode ser expressa pelo seu médulo como
sendo

1
FD = ipszCD. (26)

A titulo de simplificagdo, adota-se na Equacao (2.6) que,

. pSCo _pnCo
P7oam 8 C
onde C} sera utilizada na Equacao (2.10).

(2.7)

Considerando que a area da secao transversal S do projétil é calculada como sendo

uma circunferéncia, e d corresponde ao diametro dessa circunferéncia:

d2
S = %. (2.8)
O coeficiente balistico C' é definido como:
m

Combinando as Equagoes (2.4), (2.6) e (2.7) e dividindo pela massa, obtém-se a aceleragao

representada por
dv 1

dt  2m
Separando os vetores de velocidade, aceleracao e gravidade em componentes ao longo dos

pSCpv|v| + g. (2.10)

eixos de coordenadas, temos
g=—gk (2.11)
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dv
dt
onde o simbolo () denota a derivada em relagdo ao tempo. Conforme a Figura 7, os

= Vad + v j + V2K (2.12)

vetores i, j e k sdo vetores unitarios nas diregoes de x, y e z, respectivamente.

Se decompusermos a Equagao (2.10), temos trés equagoes diferenciais acopladas,

ordinarias e nao lineares, representadas por

Vv, = —CH|V|va (2.13)
vy = =Cp|vlvy (2.14)
v, = —Cphlv|v, —g. (2.15)

Com essas definigbes, a Equagao (2.2) pode ser incorporada nas Equagoes (2.7) e

(2.10) para obter uma representagdo mais exata da dindmica do projétil.

2.1.2 Analise Cinematica

Como demonstrado nas equacoes anteriores, o coeficiente de arrasto Cp é um
elemento crucial na dindmica de objetos em voo atmosférico. Neste contexto, a literatura
propoem duas abordagens distintas: uma que incorpora o conhecimento a priori do

coeficiente de arrasto e outra que dispensa deste conhecimento.

Inicialmente, assumindo que o coeficiente de arrasto Cp é um pardmetro conhecido,
pode-se desenvolver modelos de movimento na forma do espaco de estados, conforme
detalhado na Equagao (2.16). Este modelo serd empregado como base ao longo deste
trabalho, a partir do qual serao derivados novos modelos com variagoes na modelagem do

arrasto.

A abordagem do espaco de estados, uma ferramenta versatil na analise de sistemas
dindmicos, permite uma modelagem detalhada e precisa de fend6menos complexos, como
a trajetoria de um projétil [23]. Conhecendo-se o coeficiente de arrasto Cp é possivel
aplicar uma abordagem em espaco de estados para desenvolver modelos de movimento. No
modelo de espago de estados, as variaveis de estado capturam aspectos criticos do sistema,
como posicao e velocidade do projétil, e a influéncia do arrasto é integrada diretamente
nas equacoes de estado. Esse equacionamento facilita nao apenas a representacao precisa
da dindmica do projétil, mas também a aplicagdo de técnicas de controle e estimacao.
Portanto, o espago de estados é o método utilizado para modelar a trajetoria de projéteis,
proporcionando um quadro abrangente para entender e prever o comportamento dinamico

de objetos balisticos, sob diversas condigoes.

Vi @ i 0
Vv, | =19 |=-Cphya2+92+22| g | —|0 (2.16)
v, 3 2 g
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A suposicao de um coeficiente de arrasto conhecido facilita a modelagem do
movimento de um projétil. No entanto, na pratica, essa condi¢ao é raramente atendida.
Consequentemente, o coeficiente de arrasto, um parametro crucial na dinamica do projétil,

¢é geralmente desconhecido e deve ser estimado.

A abordagem convencional para resolver este problema envolve a expansao do vetor
de estado. Assim, o vetor é aumentado com parametros variantes no tempo, destinados a
modelar o coeficiente de arrasto, integrando estas variaveis a equacao dinamica juntamente
com um modelo cinematico previamente estabelecido, obtendo um modelo dinadmico mais
robusto para o projétil. A forma mais simples para se implementar esse aumento do vetor
de estado é incorporando o coeficiente de arrasto. Dessa forma, um vetor de estado pode
T

ser definido comox =[x y 2z & y Z Cf]', ou seja, considerando-se o coeficiente

de arrasto como um parametro desconhecido.

Conforme discutido por [24], o coeficiente Cfy pode ser modelado como um processo
aleatério de Wiener, caracterizado por incrementos independentes. Assim, a derivada

temporal dessa variavel de estado Cp(t) é definida como

Cp(t) = we, (1), (2.17)

onde wey () ¢ um ruido branco de média zero. A derivada em relagdo ao tempo de
um processo de Wiener (ou movimento Browniano) é modelada como um ruido branco
gaussiano de média zero. Os autores de [24] afirmam que este modelo de arrasto é

provavelmente o mais comum na literatura de rastreamento.

Na realidade, o coeficiente de arrasto Cp nao é uma constante, mas sim uma func¢ao
que depende da altitude z e da velocidade do alvo, como observamos na Figura 6. Para
essa abordagem, a literatura, especificamente [24], propée um modelo exponencial para a
densidade do ar, caracterizado por pardmetros constantes py e h. O coeficiente balistico
C pode ser aproximado por uma funcao linear em relagao a altitude z, expressa por
C =Cy+ Ciz, onde Cy e C] sao parametros desconhecidos. Estes parametros sao entao

integrados ao vetor de estado para posterior estimagcao.

O parametro de arrasto também pode ser modelado considerando seu desvio a
partir de um valor nominal previamente conhecido, Cp, em termos da razio Cp / Chb.
Supde-se que o logaritmo desse quociente, denotado por §(t) = In(Cp /Cp), seja constante,
isto é, Ch /Cp =0 com Cp = Cpe’® . Com esta suposi¢ao, um modelo cinematico pode
ser expandido para incorporar a modelagem proposta. De acordo com [24], é mais eficaz
adotar 0(t) = ws(t), onde ws(t) é um ruido branco, ou modelar §(t) como um processo
Markoviano de primeira ordem. A fixacdo de um valor nominal Cp limita a aplicabilidade

do modelo a uma classe especifica de alvos cujo Cp é equivalente ao Cp escolhido.

Finalmente, uma modelagem que também ¢é apresentada em [25] e [26], é 1til
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quando o modelo linear anterior pode nao ser exato em determinadas faixas de altitude.
Neste método propde-se a inclusdo de uma nova varidvel v = C§p(z), juntamente com
a sua respectiva equacao dinamica ¥ = —h~vyZ. Esta abordagem utiliza o modelo local
exponencial para p, conforme descrito na Equacao (2.2). O modelo completo é entao
descrito pelas Equagoes (2.18) e (4.25).

T ) T 0
g | = —57\/# +92+2 g | —|0 (2.18)
z z g

A= —hvyz (2.19)

E importante destacar que, nesta modelagem detalhada, o pardmetro A desempenha
um papel crucial, apesar de ser também desconhecido. Sua estimativa pode ser realizada
utilizando técnicas como a filtragem de Kalman. Para tal, supoe-se que h se encontra
dentro de um intervalo conhecido, centrado em um valor nominal hy e com uma amplitude

de 2Ah

2.2 Sistemas de Coordenadas para rastreio

Diversos sistemas de coordenadas (SC) sao utilizados no rastreio de alvos, com
destaque para sistemas de coordenadas fixo centrado na Terra (ECEF, do inglés, Earth-
centered, Earth-fixed), Leste-Norte-Acima (ENU, do inglés, East-North-Up) e Azimute-
Elevacao-Range, (AER do inglés, Azimuth-Elevation-Range).

O sistema ENU ¢ frequentemente escolhido para sistemas taticos que possuem
movimento de sensor limitado, como ¢é o caso de sistemas centrados em plataformas. Ja o
sistema ECEF é comumente utilizado em sistemas estratégicos que abrangem muiltiplas

plataformas [27].

A descri¢ao do movimento do alvo é melhor e mais intuitiva para operacgoes praticas
quando operamos em um sistema de coordenadas cartesiano. No entanto, as medig¢oes
sao frequentemente realizadas fisicamente por sensores. Portanto, as opc¢oes para rastreio
incluem o uso de coordenadas mistas, coordenadas cartesianas ou coordenadas baseadas
puramente em sensores. A Figura 8 ilustra a superficie da Terra em um modelo esférico,
destacando dois importantes sistemas de coordenadas amplamente utilizados, o SC ECEF

e SC ENU [27], que serao detalhados nas subsgoes seguintes.



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 36

A Z EcEF
y (North)
N z (Up)
Polo Norte N
“\ P x(East)
N\
e e N
-7 Ry 5.
o7 NN
// \ \\
/ o \ \
/ \ \
\\ | -
\ \\\\\/ \ /l YECEF
\ S~ | /
N ~ - (R
. A S

X ECEF

Figura 8 — Representagdo do Sistema de Coordenadas ECEF e ENU.

2.2.1 Sistema de Coordenadas ECEF

O Sistema de Coordenadas ECEF é um modelo geocéntrico utilizado para repre-
sentar a posi¢ao de objetos na Terra. Neste sistema, o centro de coordenadas é o centro
de massa da Terra, proporcionando uma referéncia fixa em relacdo a superficie terrestre.
As coordenadas ECEF sao expressas em trés dimensoes, com o eixo Xgcgr apontando
para o Meridiano de Greenwich e o eixo zgcgr alinhado com o eixo de rotacao da Terra,

apontando para o Polo Norte.

As equagoes que definem o sistema de coordenadas ECEF conforme a Figura 8,

considerando o modelo esférico para a Terra, sdo as seguintes:

Xgpcgr = Rt cos ® cos A (2.20)
Yecer = R cos @sin A (2.21)
ZECEF — RT sin ® (222)

onde Rt representa o raio da Terra, adotado como 6371 km, ¢ indica a latitude, medida a

partir do equador, e A denota a longitude, medida a partir do Meridiano de Greenwich [28].

2.2.2 Sistema de Coordenadas ENU

O Sistema de Coordenadas East-North-Up (ENU) é um sistema de coordenadas
local que representa a posi¢ao em trés dimensoes. Este sistema define uma coordenada ao

longo do eixo leste (East), uma ao longo do eixo norte (North) e uma terceira coordenada
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que representa a posigao vertical (Up), baseando-se no modelo elipsoidal WGS 84 (World
Geodetic System 1984). O sistema ENU é particularmente aplicavel ao rastreio de alvos,

devido a sua praticidade em comparagao com o sistema de coordenadas ECEF.

Neste sistema, as coordenadas sdo expressas como:

x(East) = Distancia ao longo do eixo leste (2.23)
y(North) = Distancia ao longo do eixo norte (2.24)
z(Up) = Altura acima da superficie elipsoidal (2.25)

Essas coordenadas sao calculadas com base em uma transformacao das coordenadas
geograficas @, A, h (latitude, longitude e altitude) para o sistema ENU, considerando um

ponto de referéncia local especifico, que para o nosso trabalho serd a posi¢ao do radar.

Para transformar as coordenadas geograficas (latitude, longitude e altitude) para
o sistema de coordenadas East-North-Up (ENU), primeiro convertemos as coordena-
das geograficas em coordenadas Earth-Centered, Earth-Fixed (ECEF) e, em seguida,
transformamos de ECEF para ENU.

2.2.3 Sistema de Coordenadas Esférico AER

O Sistema de Coordenadas Azimuth-Elevation-Range (AER) é amplamente utili-
zado em sistemas de radar para a medicao da posicao de alvos. Os radares transmitem
feixes em dire¢Oes angulares especificas, com um determinado angulo de azimute e elevagao,
e estimam o alcance do alvo ao longo dessa linha angular. Dessa forma, a localizacao de
um ponto no espaco é determinada por trés coordenadas esféricas no sistema AER. Na
subsequente explicagao das coordenadas esféricas, as coordenadas x, y e z referem-se ao
sistema ENU (East-North-Up), proporcionando uma base para a conversao ou comparagao

entre os sistemas de coordenadas AER e ENU.

« Angulo de azimute, 8: Este angulo é medido a partir do semi-eixo positivo de vy,
conforme a convencio adotada em [29]. E importante notar que outras convengoes
também podem ser utilizadas, como a definicdo do angulo de azimute a partir do

eixo x, como discutido em [27].

« Angulo de elevacio, ¢: Medido a partir do plano xy, o 4ngulo de elevacio indica a

inclinacao vertical do feixe em relagao ao solo.
» Distancia, R: Esta ¢ a distancia radial da origem do sistema de coordenadas até o

ponto P, que representa a posicao do alvo.

A figura a seguir ilustra essas coordenadas no contexto de medi¢oes de radar,

mostrando como o sistema AER é fundamental para a deteccao e rastreamento de alvos.
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Figura 9 — Sistema de Coordenadas AER.

2.2.4 Transformacao de Coordenadas AER para ENU

A transformacgao de coordenadas de Azimuth-Elevation-Range (AER) para East-
North-Up (ENU) é um processo de duas etapas. Primeiro, as coordenadas AER sao
convertidas para o sistema Earth-Centered, Earth-Fixed (ECEF), levando em consideragao
a posicao do radar em coordenadas geogréaficas. Em seguida, ¢ feita a conversao de ECEF
para ENU utilizando uma matriz de rotacao que alinha os eixos com o sistema ENU. Este

processo envolve célculos que se baseiam em conceitos especificos da geodésia.

A conversao de ECEF para ENU é realizada através de uma matriz de rotacado que

alinha os eixos com o sistema ENU tal que

E

N| = Mgxu(Pecgr, p — PeCEF, radar) (2.26)
U

onde Pgcrr, p € PECEFR, radar 580 as coordenadas ECEF do projétil e do radar, respectiva-

mente. Mgny é a matriz de rotacao definida por

- Sin()\radar) COS(Aradar) O
MENU = |—= Sin(q)radar) COS<)\radar) - Sin(q)radar) Sin(/\radar) COS(@radar) : (227)

Cos<q)radar) COS()\radar) Cos(q)radar) Sin(Aradar> Sin((bradar)

Neste capitulo, foram abordados os conceitos fundamentais para a compreensao
da balistica externa de projéteis, focando nas dindmicas do movimento de projéteis e na
analise cinematica. Foram investigados também os sistemas de coordenadas essenciais para
o rastreio de trajetorias de projéteis, incluindo ECEF, AER e ENU, estabelecendo uma

base tedrica sélida para a analise de movimentos balisticos.
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Concluindo este capitulo, obtém-se uma compreensao mais aprofundada da meca-
nica envolvida no deslocamento de projéteis, assim como dos sistemas de coordenadas que
facilitam o seu rastreamento e andlise. No préximo capitulo, serd dado um passo adiante,
aplicando esses conhecimentos tedricos ao uso pratico de ferramentas avancadas como o
Filtro de Kalman Estendido (EKF) e estimadores de méaxima verossimilhanga, focando
especificamente em suas aplicagoes na balistica externa. Esta abordagem pratica permitira
uma exploragdao mais detalhada e técnica das metodologias de rastreamento e analise de

trajetorias de projéteis.
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3 FILTRO DE KALMAN E ESTIMADOR ML APLICADOS A
BALISTICA

Neste capitulo, exploraremos dois conceitos cruciais na teoria de estimacao: o
Filtro de Kalman e o Estimador de Méxima Verossimilhanga (ML, do inglés, Mazimum
Likelihood). O Filtro de Kalman é renomado por sua eficicia em prever o estado de sistemas
dinamicos lineares sob perturbacoes, enquanto o Estimador de Maxima Verossimilhanca é
amplamente aplicado para estimar parametros de modelos estatisticos. Ambos os métodos
tém aplicagoes vastas e complementares, uma compreensao inicial de suas teorias e
aplicacoes é essencial. Nas secoes seguintes, detalharemos cada uma dessas abordagens,

destacando suas caracteristicas e aplicacoes em trajetorias balisticas.

3.1 Filtro de Kalman classico

O Filtro de Kalman é um conjunto de equacdes matematicas que formam um
estimador com fungoes de predicao e correcao. Este filtro é notavel por seu desempenho
eficiente na minimizacao da covariancia do erro de estimacgao, alcancado sob condigoes
iniciais especificas. O filtro pode ser considerado uma ferramenta fundamental para analisar
e resolver uma ampla classe de problemas de estimagao [30]. Amplamente pesquisado
e aplicado em diversas areas, como na navegacao autonoma ou assistida, o Filtro de
Kalman ganhou destaque devido aos avancgos tecnolégicos em sistemas computacionais,
que facilitaram sua implementacao pratica. Sua relativa simplicidade e robustez o tornam
uma escolha popular em vérias aplicagoes. Conforme destacado em [31], mesmo quando
as condigoes ideais para seu uso nao sao totalmente atendidas, o Filtro de Kalman pode

ainda ser eficaz em muitas situagoes praticas.

Neste capitulo sera abordada a forma digital do Filtro de Kalman, uma vez que os
sistemas radares modernos utilizam o processamento digital de sinais em praticamente
todas as suas aplicacoes. Esses processadores digitais conseguem implementar algoritmos

sofisticados, de forma rapida, sendo ideais para aplicagoes em tempo real. [29].

Partimos de um sistema dindmico linear, no tempo discreto ! representado por uma
equacao de diferencas vetorial. Neste modelo, um ruido é somado para modelar possiveis
pertubagoes. A Equagdo (3.1) representa o sistema em questao [32]. Na representacao dos

estados e de sistemas de tempo discreto,

L Sendo f, a frequéncia de amostragem e T' = 1/ f, o periodo de amostragem, temos que = (k) = x(t)|i—r7.

E assumido que a discretizagao obedece a taxa de Nyquist, i.e., fs é maior que duas vezes a maior
componente frequencial de x(t).
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x(k+1)=F(k)x(k)+ G(k)ulk) +vk) k=0,1,..., (3.1)
onde:
x(k) ¢ o vetor de estados n,-dimensional;
F(k) ¢ a matriz n, X n, de transigdo de estados;

u(k) € um vetor de entrada conhecido (pode ser uma entrada for¢ada, sinal de

controle ou de sensor), n,-dimensional;
G(k) é a matriz n, x n, de ganho da entrada;
v(k) ¢é o vetor de ruido do processo, n,-dimensional.

Considera-se que o ruido do processo segue uma distribuicao Gaussiana de média
zero. Definindo E[-] como o valor esperado de [-], a matriz Q(k), denominada matriz de

covariancias do ruido de processo, é definida por

E [v(k)v" (k)] = Q(k).

As medidas (ou observagoes) deste sistema sao modeladas segundo a Equagao (3.2)

a seguir, denominada equacao das medidas.

2(k) = H(k)z(k) + w(k), (3.2)

onde:
z(k) ¢é o vetor de medidas de dimensao [ x 1;
H (k) é a matriz de observagao de dimensao [ X n;
w(k) ¢ o vetor do ruido de medida.

O vetor w(k) é também modelado por uma distribui¢ao de probabilidade Gaussiana,
de média zero. A essa sequéncia de varidveis aleatérias descorrelacionadas, denominada

ruido branco [33], tal que:

Elw(k)] = 0
E [w(k)w" (k)| = R(k)
E [w(k)w"(j)] =0 Vk+#j

onde R(k), a matriz de covaridncias do ruido das medidas, é uma matriz diagonal.

Considerando a expressao abaixo para a média condicional do vetor de estados,

2(j | k) 2 E[2()) | 2*]
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onde,
ZFE 12(0),i <k}

corresponde a sequéncia de observacoes disponiveis até o instante k, como sendo: i) uma
estimativa do estado se j = k (filtragem), ii) uma suavizagao do estado se j < k ou iii)

valor previsto do estado se 7 > k.

A varidvel a ser estimada é o estado em k+ 1, &(k+ 1 | k+ 1) . Assim, dispondo
de k medidas de z, temos &(k +1| k) = E [:c(k: +1) | Zk] Aplicando o operador valor

esperado na Equacao (3.1), temos

E[z(k+1) | 2] = E[F(k)a(k) + Gkyu(k) +v(k) | 2], (3.3)

Como o ruido do processo v(k) é branco, com média zero, temos que

2k +1|k) = Fk)&k]| k) + GE)ulk), (3.4)

em que &(k+1| k) é a estimativa a priori do vetor de estados & no instante k + 1 baseada
nas k observagdes anteriores de z, e &(k | k) é a estimativa a posteriori ou corrigida
do vetor x, calculada no instante anterior. As matrizes F(k), G(k) e o vetor u(k) nao

dependem das medidas (observacoes) anteriores Z*.

De forma semelhante, baseado nas medidas ou observagoes, temos a estimativa a
priori do vetor de observagoes z no instante k 4 1, relativo as k observagoes anteriores,
ouseja, 2(k+1|k) = E {z(k: +1) | Zk}. O valor esperado é aplicado a Equagao (3.2) tal

que,
E[z(k+1)| 2" =E [H(k+ Da(k+1) + wk+1) | 2¥]. (3.5)

O ruido de medigao w(k + 1) é branco, com média zero, assim

2(k+1|k) = H(k+Da(k+1]| k). (3.6)

ek +1|k)Exk+1)—2(k+1]k)
= F(k)e,(k | k) +v(k).

A diferenca entre a Equagao (3.6) e a Equagao (3.2) produz o erro de previsao da

medida, dado por
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e.(k+1|k)E2z(k+1)—2(k+1]k)

(3.8)
=H(k+1)ey(k+1|k)+w(k+1)

A matriz de covariancias do erro de estimacao a priori é definida como sendo

P(k+11k)=E |e,(k+ 1| k)es(k+1|k)"| 2"

(3.9)
=F()E [es(k | K)ex(k | k)" | 2] F(k)" +E [v(k)v(k)"],
que, equivalentemente, pode ser representada pela Equagao (3.10).
Plk+1|k)=Fk)Pk|k)FE"+Q(k) (3.10)

A matriz de covaridncias do erro das medidas a priori, é definida conforme a
Equacao (3.11).

S(k+1)=Ele.(k+1|kle.(k+1|k7"| 2]

(3.11)
=HEk+1)Pk+1|kHE+1D"+ R(k+1)

J& a matriz de covariancias entre o vetor de estados e o vetor de medidas é definido
como E [er(k: +1| ke (k+1]k)T]| Zk}, que pode ser representada pela Equagao (3.12).
E importante observar que a covarincia entre o vetor de estados e o vetor de medidas
¢é idéntica a covariancia entre os erros associados a cada um destes vetores. Isso é uma
consequéncia direta de como as estimativas sao geradas e do fato de serem baseadas em

médias condicionais [32].

Ele.(k+ 1| k)e.(k+ 1| k)" | 2*] =Ele.(k+ 1| k)[H(k+ es(k+ 1| k)
+w(k+ 1" | 21 (3.12)
=Pk+1|kH(K+1)T

O ganho do Filtro de Kalman é definido como uma matriz de ponderacao dado

pela Equagao (3.13).

K(k+1) 2 cov [@(k+1),z(k+1) | 2¥] 7' (k +1)

(3.13)
=Pk+1|kHE+1)TSHE+1)
Dessa forma, a estimativa de estado atualizada tem a seguinte expressao,
Eh+1|k+)=2k+1|k)+Kk+1)z(E+1)—2k+1]k) (3.14)

=&k+1|k)+Kk+1)z(k+1)—H(k+1Dx(k+1]| k).
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Por fim, a covariancia atualizada do estado em k + 1 é,

Pk+1|k+1)=Pk+1]k)—Pk+1]|k)
Hk+1D)'S Y e+ 1)H(k+1)P(k+1]|k) (3.15)
=[I-K(k+1)H(k+1)]P(k+ 1]k).

As Equagoes (3.4), (3.10), (3.13), (3.14), (3.15) representam a solugao recursiva
para a estimacao linear do Filtro de Kalman, utilizando o método do erro médio quadratico
minimo. A inicializacdo do algoritmo é feita conhecendo-se a estimativa do estado inicial
(0| 0) e da matriz de covaridncias P(0 | 0) [34]. O Algoritmo 1 sintetiza a sequéncia de

passos para se implementar o Filtro de Kalman.

Algorithm 1 Filtro de Kalman Classico
Require: (0 |0) P(0]0)
for £k > 0 do
z(k+1]k)«— Fk)zk|k)+Gk)u(k) > Predicao do Estado
P(k+1]|k)« F(k)P(k|k)F(k)T +Q(k) > Matriz de Covariancias do Erro de
Estimacao a priori
Kk+1)«Plk+1|kHMk+1)TS 1 (k+1) > Matriz de Ganho
Ehk+1|k+1)«—2k+1|k+KE+Dzk+1)—Hk+1Dzk+1]k) >
Corregao da Estimativa
Pk+1|k+1)« [I-K(k+1)H(k+1)]P(k+ 1|k) > Matriz de Covariancias do
Erro de Estimacao a posterior:
end for

3.2 Filtro de Kalman Estendido

Na secao anterior, exploramos as caracteristicas do Filtro de Kalman classico,
notavelmente sua dependéncia da linearidade. Este filtro demonstra 6timo desempenho
quando aplicado a modelos dinamicos lineares e gaussianos, nos quais tanto as dinamicas
do processo quanto as estatisticas do ruido — tanto do processo quanto da medi¢ao —
sao precisamente conhecidas. Entretanto, é crucial reconhecer que quaisquer desvios do
modelo idealizado ou incertezas nas estimativas podem impactar negativamente a eficacia
do filtro, possivelmente resultando em um desempenho subéptimo. Para contornar essas
limitacoes, uma estratégia viavel envolve o emprego de métodos robustos e adaptagoes
estatisticas do filtro, visando manter sua eficiéncia mesmo em condi¢oes de ruido nao

gaussiano ou em cendrios que apresentem caracteristicas nao lineares nas observagoes [35].

E essencial, portanto, estar atento as restri¢coes inerentes ao filtro, em especial no
tocante a presuncao de linearidade nas interagoes entre as variaveis de estado e a exatidao

das estimativas de estado em modelos de transicdo ou na definicao das covariancias.
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Diante dessas consideracoes, torna-se pertinente a extensao dessa teoria para
sistemas nao lineares. Tal expansao ¢ factivel, desde que o modelo subjacente seja submetido
a um processo de linearizagao. Este procedimento, que consiste na linearizacao do sistema
ao redor do ponto de estimagao corrente, seguida pela aplicacao do Filtro de Kalman, é
conhecido como Filtro de Kalman Estendido (EKF, de Eztended Kalman Filter). Este
método amplia o escopo de aplicagao do filtro, permitindo sua utilizacdo em contextos
mais complexos e variados, como sao observados nos problemas de rastreio de objetos

balisticos.

Especificamente, no contexto deste trabalho, o EKF é empregado para tratar
desafios associados a modelos e equacoes nao lineares inerentes as estimativas de pontos de
impacto (PI) e lancamento (PL) de trajetérias balisticas. As medigdes obtidas por radares,
frequentemente caracterizadas por complexidades nao lineares, demandam uma abordagem
mais avancada como o EKF. A representacao do vetor de estados, ajustada para acomodar
essas peculiaridades, segue a formulagao descrita pela Equagao (3.16). A aplicacao do EKF
nessas circunstancias permite nao apenas a incorporacao de dados de radar, mas também
a adaptacao eficaz as caracteristicas nao lineares dos modelos balisticos, buscando uma

ferramenta robusta para previsoes precisas e confidveis em cendrios complexos.

2k +1) = flk, 2(k)] + v(k) (3.16)

Considerou-se acima que nao ha sinal de controle, desconsiderando o sinal de w(k)

que estava presente na Equagao (3.1). A Equagao (3.2) é alterada para a Equagao (3.17).

2(k) = hlk, z(k)] + w(k) (3.17)

A fungdo vetorial f[k,x(k)] representa a modelagem nao linear para as varidveis
de estado, enquanto h[k,x (k)] representa o mapeamento dos estados para os sinais de

observagcao.

A obtengao de &(k + 1 | k) da Equagao (3.16) ndo linear ¢ realizada por meio da
expansao em série de Taylor em torno da ltima estimativa de &(k | k), com termos até
a 1* ou 2* ordem para produzir o EKF de 1* ou 2? ordem. Usando a expansao de 1*
ordem da série de Taylor das fungoes f[k,z(k)] e hlk, xz(k)] [32] :

P ) <Al |+ o) @) =86 0]
hlk+1,x(k+ 1) ~hlk+1,&(k+ 1| k)]+
Oh . (3.19)
Tolh Ty (O =201 0]
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of oh
Os termos 52 © Ba(hi)

seguintes defini¢oes

sao os Jacobianos de f e h. Ademais, sao adotadas as

of oh

fo = ehy = ———
(k) | )=kt Ox(k+1)

a(k+1)=a(k+1]k)

Substituindo as Equagbes (3.18) e (3.19) em (3.16) e (3.17) respectivamente,

chegamos as equagoes de processo e observagoes linearizadas:

a(k+1) = fox(k) + v(k) + flk, &k | k)] — foi(k | k) e (3.20)

2(k) = hom(k + 1) + w(k) + h[k + 1, &k + 1] k)] — hoa(k + 1| k). (3.21)

Através do processo de linearizacdo das equagoes anteriores, é possivel derivar
novas expressoes que descrevem o processo e as observacoes no contexto do Filtro de
Kalman Estendido. O fluxograma da Figura 3.2 sintetiza os processos mencionados acima
e o Algoritmo 2 mostra a implementacao pratica do EKF. Similarmente, a inicializagao
deste algoritmo requer o conhecimento prévio da estimativa inicial do estado (0 | 0) e da

matriz de covaridncias P(0 | 0).

Algorithm 2 Filtro de Kalman Estendido

z(0|0) P(0]0) > Inicializagdo das varidveis
Require: R(k) Q(k) f h > Matrizes e vetores conhecidos
for £ > 0 do

(k+1]k) <« flk,z(k| k) > Predicao do Estado

P(k+1|k)«+ £,P(k| k)l + Q(k) > Predicio da Matriz de Covariancias do Erro
de Estimacao

K(k+1) « P(k+ 1| kh2 [R(k+1) +hP(k+1]khI] o Ganho do filtro

Thk+1|k+)«—ak+1|k+KKk+1D)[z(k+1)—hk+1L,&(k+1]k) >
Correcao da Estimativa

Pk+1|k+1)« [I—-K(k+1)h,] P(k+1|k)> Matriz de Covaridncias do Erro
de Estimacao
end for
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Evolugdo do sistema (estado verdadeiro) Estimacdo do estado Célculo da covariéncia do estado
x (k) &(k | k) P(ki‘ k)
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. _ 0K
)
T |p=a(k|k)
Oh(k+1)
e
T o=@ (k+1|k)
v A #
s digdo do estad
(k) (transi¢do para k+1) A(Pre icao do esta ?) P41 k) =
ok +1) = flkz(k)] +vk) &(k +1|k) = flk, (k)] £, P(k | KET + Q)
@ X
(predicao das medidas)
A ) S(k+1)=R(k+1)
2(k +1|k) = hlk + 1, (k + 1]k)] FhaP(k+ 1] k)T
€T
] } 2]

w(k + 1) (medidas em k+1) (estimativa do estado atualizada) (Ganho do filtro)
———z(k+1) = hlk+ Lak+1)] + wk+ 1) 2EF1k+1) =2k +1]k) — K(k+1)=
+ K(k+1)[z(k+1) — 2(k + 1]k)] P(k+1]k)hIS(k+1)7!

. (covariancia de estado atualizada)
Ek+1|k+1) Plk+1|k+1)=
[I—-K(k+1)h,|P(k+1]k)

Figura 10 — Diagrama em blocos do Filtro de Kalman estendido.

3.3 Modelos Cinematicos

Os modelos de estado cinematicos sao formulados equiparando a derivada de
determinada ordem da posi¢ao a zero. Desprezando uma entrada estocéstica, esses modelos
podem ser descritos como um polinémio no tempo, sdo os modelos polinomiais, e os filtros

de estimativa de estado associados também sao chamados de filtros polinomiais [32].

Haja vista a impraticabilidade de assumir um ambiente livre de disturbios, estes
podem ser modelados como entradas aleatérias. Um método para representar isso é por
um ruido branco para descrever o processo. As observagoes (medigoes) de estado sao
geralmente realizadas em tempo discreto. Para este trabalho, serao abordados o modelo de
estado de aceleragao de ruido branco, caracterizado por duas dimensoes por coordenada e
o modelo de estado de aceleracao do processo de Wiener, apresentando trés dimensoes por
coordenada. Geralmente, a ideia é que o movimento em cada coordenada é considerado
como se nao estivesse relacionado ao movimento nas outras coordenadas. Os ruidos que
afetam essas diferentes coordenadas também sao considerados independentes entre si,

podendo ter variancias diferentes.
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3.3.1 Modelos Cinematicos Discretos e Matriz de Covariancia do Processo

A modelagem do espaco de estados pode ser realizada diretamente em tempo dis-
creto (sem a conversao de tempo continuo-discreto). O modelo cinematico frequentemente
utilizado é explicitamente formulado em tempo discreto. O ruido do processo em tempo
discreto, v(k), é descrito como uma sequéncia escalar branca, de média zero, tal que
Elv(k)v(j)] = 0,20k—;, onde §;_; = 1 se k = 7, e 0 caso contrario. Dessa forma, a equacao

dindmica pode ser representada como

z(k+ 1) = F(k)z(k) + Tv(k), (3.22)

onde o ganho de ruido T' é uma matriz cuja dimensao depende do vetor de estados (k) e
das medidas z(k). A premissa no modelo de segunda ordem é que o objeto experimenta
uma aceleracdo constante durante cada intervalo de amostragem 7', e essas aceleragoes
nao apresentam correlacgao de um periodo para o outro, resultando em uma aceleragao
constante por partes. Trata-se de uma suposi¢ao que nem sempre esta conforme a realidade,
através da selecdo cuidadosa de suas magnitudes, ambos podem efetivamente representar

incertezas em movimento com intervalos de tempo curtos a moderados.

[. Modelo Discreto de Aceleracao de Ruido Branco
No modelo discreto de aceleragao de Ruido Branco (do inglés, discrete white noise
acceleration - DWNA), v(k) representa a aceleragdo constante durante o k-ésimo
periodo de amostragem (de comprimento 7') tal que a mudanga na velocidade durante
este periodo é v(k)T, e o impacto dessa aceleragdo na posicao é v(k)T?/2. A equagdo
de estado para o modelo constante por partes, ou aceleragao discreta de ruido branco
e de segunda ordem, segue a mesma forma da Equacao (3.22), com o ruido do

processo sendo v(k) a aceleragdo (sequéncia branca de média zero). A matriz de

1
transicao ¢ F = 01 | o vetor de ganho do ruido multiplicado pelo ruido do

T
processo (escalar) é T’ = { %TZ T } . Sendo assim, a matriz de covariancia do ruido

do processo considerando o ganho é:

1pa 13
4T2T

Q = E |Tw(k)v(k)T"| =To’TT =
{ } %T?’ T2

o? (3.23)

v

onde as dimensoes fisicas de v(k) e o,, para este trabalho, sdo m/s?, as mesmas da
aceleracao. No modelo DWNA| (k) inclui posicao, z, e velocidade, . A matriz de
transi¢ao e o vetor de ganho atualizam essas componentes com base na aceleragao

constante.

A sele¢ao da varidncia do ruido do processo (o), para o modelo em questao, deve

ser aproximadamente da mesma ordem de grandeza que a aceleragdo méaxima ay; do
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II.

instante T'. Adota-se como faixa pratica %aM < 0, < ay. Destaca-se que um modelo
de velocidade quase constante surge quando escolhemos uma pequena intensidade, no
sentido de que as alteracoes na velocidade durante um intervalo de amostragem, que
sao aproximadamente o, 1", precisam ser menores em relacao a velocidade real. Para
movimentos com diferentes coordenadas, considerando que a filtragem é independente
entre elas, a Equagao (3.23) se torna um bloco da matriz Q em sua forma final,

sendo assim uma matriz bloco diagonal.

Modelo Discreto de Aceleracao de Processo Wiener
O modelo de aceleragao do processo discreto de Wiener (do inglés, discrete Wiener

process acceleration - DWPA), apresenta uma equagao de estado de 3* ordem para a

1 T 172
Equagdo (3.22), tal que a matriz de transicao de estados seja F= |0 1 T | e
0 0 1

= { %TQ T 1 }T. O ruido do processo v(k) é branco e representa a aceleracao
durante o periodo de amostragem 7', assumindo-se que seja uma sequéncia branca de
média zero. A aceleragao é tratada como um processo de Wiener de tempo discreto.
A formulacao em termos de incremento de aceleragao é mais pratica do que em
termos da derivada de terceira ordem (conhecida como jerk, que representa a taxa de
mudanca da aceleragao). A matriz de covaridncia do ruido do processo multiplicado

pelo ganho T" é

iT4 %TS 1T2
Q=TCol"=|i1% 12 T |0l (3.24)
T 1

Neste modelo, o, deve ser da ordem da magnitude do incremento de aceleracao
maxima ao longo de um periodo de amostragem, da,,,.. Nas simulagoes, adota-se que
%&zmax < 0y < 0apmaz- Caso haja alteracao do periodo de amostragem, a modelagem

da variancia do ruido do processo também se altera.

No modelo DWPA, x(k) consiste em posicao, velocidade e aceleracdo. A matriz de
transi¢ao e o vetor de ganho refletem uma dinamica de terceira ordem, atualizando

todas as trés componentes.

Por fim, segundo [32], o modelo mais frequentemente empregado é o DWPA. Isso se
deve ao seu mérito na facilidade com que a intensidade do ruido do processo pode
ser correlacionada com as caracteristicas fisicas do movimento, especificamente a
aceleracao. Por outro lado, o modelo DWNA ¢é mais adequado para situagoes que

envolvem intervalos de amostragem variados.
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3.3.2 Estabilidade numérica e suas implicacdes no Filtro de Kalman

A estabilidade numérica é um aspecto crucial tanto no Filtro de Kalman Classico
quanto no Filtro de Kalman Estendido (EKF), especialmente em situacoes de iteragoes pro-
longadas ou matrizes de covaridncia mal-condicionadas [36] e [37]. Portanto, é importante

estar atento aos seguintes topicos:

» Sensibilidade a erros de arredondamento: Em iteragoes prolongadas, os erros de
arredondamento podem se acumular, potencialmente levando a estimativas imprecisas

ou até mesmo divergentes.

o Matrizes de covariancia mal-condicionadas: Matrizes de covariancia que sao mal-
condicionadas ou préximas de singulares podem causar instabilidade numérica no

Filtro de Kalman, afetando a precisao das estimativas de estado.

» Propagacao de erro: A forma como os erros se propagam através das iteragoes pode
afetar a estabilidade do filtro, especialmente em sistemas dindmicos complexos ou

em condi¢oes de mudancga répida.

o Técnicas de condicionamento: Métodos para lidar com a instabilidade numérica, como
técnicas de regularizacao e condicionamento das matrizes, podem ser necessarias

para garantir resultados confidveis.

A estabilidade numérica mencionada acima tem implicagoes diretas nos modelos
cinematicos discretos e na matriz de covariancia do processo utilizados no Filtro de
Kalman. Nos modelos, a precisao e a confiabilidade das estimativas de trajetoria sao
cruciais. Erros de arredondamento acumulados e a propagacao de erro podem levar a
desvios significativos nas trajetérias estimadas, especialmente em cenarios de longa duragao
ou com movimentos complexos. A estabilidade numérica garante que, mesmo com varias

iteragoes, as estimativas permanecam consistentes e confiaveis.

Da mesma forma, o condicionamento das matrizes de covariancia do processo é
vital para a precisao das estimativas de estado no Filtro de Kalman. Uma matriz mal-
condicionada pode distorcer a interpretacao do erro de processo, levando a corregoes
inadequadas durante o ajuste das estimativas de estado. Assim, é fundamental empregar
técnicas de condicionamento e regularizacao para manter a robustez e a precisao do filtro.
Esta abordagem é particularmente importante em sistemas dindmicos onde as matrizes
de covariancia podem variar significativamente, necessitando de ajustes frequentes para

manter a estabilidade numérica e a precisao das estimativas.
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3.4 Estimador de Maxima Verossimilhanca

O estimador ML, em seu cerne, opera sob o principio de maximizar a probabilidade
(ou verossimilhanga) de que um conjunto de dados observados ocorra sob um determinado
modelo [38]. No caso das trajetorias balisticas, este modelo é derivado das equagdes de
movimento que governam o voo de um projétil. A aplicagao pratica deste estimador envolve
o ajuste dos parametros do modelo balistico - tais como velocidade inicial, angulo de
langamento e coeficientes de arrasto - de maneira que as previsoes do modelo estejam em

maior concordancia com os dados observados, como as medi¢oes do radar.

Para os pontos de impacto, o objetivo é utilizar os dados coletados durante a fase de
voo do projétil para prever com precisao onde ele atingird o solo. Isso envolve a utilizagao
de técnicas de otimizagdo para ajustar os parametros do modelo de modo que a trajetoria

calculada alinhe-se com as posigoes e velocidades medidas ao longo do voo [39].

Por outro lado, a estimativa do ponto de langamento apresenta um desafio adicional,
dado que requer a andalise retrospectiva da trajetoria: determinar de onde o projétil foi
lancado com base em sua trajetéria subsequente. Este processo envolve o uso de métodos
de retrocesso da trajetéria, apoiados pela maximizacao da verossimilhanca das medidas

observadas em relagdo as condigdes iniciais estimadas [14].

A implementacao dessas técnicas em um ambiente computacional, como o software
MATLAB® permite a simulacdo e anélise de diferentes Cendrios de lancamento e impacto,
oferecendo resultados importantes para aplicacoes praticas em defesa. Além disso, a
flexibilidade do estimador ML para incorporar diferentes modelos de trajetoria e lidar com
uma variedade de incertezas e condi¢bes operacionais o torna uma ferramenta versatil e

robusta para este campo de estudo.

Em suma, a introducao do estimador ML na resolugao de problemas de estimagao
de pontos de langamento e impacto tem o potencial de proporcionar melhorias notaveis na

precisao e na confiabilidade dessas previsoes.

3.4.1 Aplicacao ao Problema de Balistica

T
Reconsiderando o vetor de estados original x(k) = [x y z & 9y Z| ,no

qual cada um de seus elementos descreve as varidveis correspondentes de posicao e
velocidade do projétil, é apropriado realizar uma reescrita desse vetor como xy =
[ To Yo 20 Vzo Uyo V0 ! para avaliarmos o problema de estimativa de ponto de
langamento (PL). Essa reformulacgdo visa representar o estado inicial, que, neste contexto,

engloba o ponto de langamento do projétil (zg, yo, 20)-

As medigoes do radar sao obtidas em instantes kT e correspondem a distancia
R(k), azimute 0(k) e elevagao ¢(k), as coordenadas AER. Dado que o modelo balistico
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apresentado em (2.16) é descrito em coordenadas cartesianas, a equac¢ao de medicao
resultante é nao linear, e recaimos novamente na equacao das medidas vista na Subsecao
3.2, onde z(k) = h[k,x(k)]+w(k). Representamos as medigoes do radar pelo vetor z.(k) =
[ R.(k) 0.(k) o¢.(k) } , onde o indice ¢ indica que as medidas sao corrompidas pelo
ruido w(k). A fungao de observacao hlk, x (k)| é responsavel por converter as coordenadas
cartesianas para o sistema de coordenadas esféricas do radar, sendo expressa da seguinte

forma:

R (k) hi (2 (k)
hik,x(k)]=1| 0(k) | =1 ho(x (k) |, (3.25)
é (k) hs (2 ()
onde
hi (@ (k) = o (k) +y (k) + 2 (k)
NETE (3.26)

he (x (k)) = arcsin
)

he (z (k)) = arctg Ekg

A sequéncia de erros de medigao w(k) é descrita como um ruido gaussiano branco
com média zero e a matriz de covariancia R (k) = diag {0]2% (k), 05 (k), 03 (k:)} que contém

variancias independentes para os ruidos de medicao.

A funcao de verossimilhanca é empregada para quantificar a probabilidade dos dados
observados considerando as variagoes dos pardmetros do modelo [38]. Em termos préticos,
ela examina a veracidade dos dados observados sob diversas hipdteses modeladas. O
estimador de maxima verossimilhanca identifica os valores dos parametros que maximizam
a funcao de verossimilhanca, buscando assim os ajustes mais coerentes com os dados
coletados. Essa abordagem oferece uma base robusta para inferéncias estatisticas e suporta
a tomada de decisoes fundamentadas em dados, obtidos aqui, por meio do processamento

de sinais radar.

A funcdo de densidade de probabilidade das medi¢oes obtidas do radar para

determinado vetor de parametros &, pode ser escrita como [2]

L(xzolz) = p(2(1),...,2(N);x0)
o ()= ha e BIP)

2
20%

-1
Lo (_ 0 (k) — ho (@ <k>>12> (3.27)

2m 202

exp (_ (e (k) — ho ( <k>>12)

2
20¢

1
. OpV 2T



Capitulo 3. Filtro de Kalman e Estimador ML aplicados a balistica 53

onde N denota o nimero de medigoes obtidas pelo radar e hg (x (k)), ho (x (k)) , hy (2 (k))
sao distancias, azimute e elevacgao recalculados nas coordenadas do radar AER a partir de
pontos de trajetéria simulados com estado inicial &y no instante de tempo sincronizado

com a k-ésima medigao do radar.

Em situagoes praticas, é usual trabalhar com o logaritmo da funcao de verossimi-
lhanga, In L(xg|z), pois esta abordagem transforma produtos em somas, simplificando os
calculos. Isso é particularmente util em modelos onde a verossimilhanca é dada pelo pro-
duto de multiplos termos. Dado que nosso objetivo é maximizar a verossimilhanca ou sua
forma logaritmica, optamos por minimizar o valor negativo da Log-verossimilhanca. Assim,
ao invés de maximizar In L(xg|z), focamos em minimizar — In L(x(|z). Embora esses dois
procedimentos sejam equivalentes do ponto de vista matematico, a minimizacao da funcao
logaritmica negativa geralmente se mostra mais pratica para calculos computacionais.

Portanto, considerando A (xy) = — log L(xy|2z), temos que

A (x9) =N (In aR\/%)+1n(aa\/ﬁ)+1n(%\/§)>+
Y { hie (@ (W) 16 (k) = ho ( (R)]°

~ 2aR 202 (3.28)

(Gc (k) — hy (z <k>>]2}.

20¢

(]

_|_

Logo, o problema recai em minimizar a expressao envolvida pelo somatério da

Equagao (3.28), ou seja

(3.29)

Os elementos do vetor de estado de interesse, denotado por @, podem ser estima-
dos através da aplicacdo do método ML, abordando o problema como uma questao de

otimizacao, onde procuramos resolver a seguinte formulacao:

Ty = argwmin (A*(x)) - (3.30)

A representagao das medigoes do radar z(k), de forma alternativa, pode ser expressa
em sistema de coordenadas ENU, onde o indice ¢ indica novamente que as medidas sao
afetadas pelo ruido w(k). A funcdo de observacao h[k,x(k)|, é agora responsavel por
converter as coordenadas esféricas (AER) do radar para cartesianas no sistema ENU,

seguindo os passos da Equacao (2.26), ou seja,
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202 202

v (3.31)

k=1

A (@) =3 { (T (k) = ha(@(R))]" | [ym (k) = hy(2(k))]
—h

L Ln®)

2
2(x(k))] }
2 )
207

onde o indice m refere-se as coordenadas cartesianas do modelo utilizado, que sera

comparado com as medidas corrompidas e convertidas a ENU.

No contexto de otimizagao, o objetivo é otimizar a estimacgao do vetor de estado
x usando o método de ML. Para isso, buscamos minimizar a fun¢ao custo A*(x() para
encontrar a melhor estimativa. A proxima secao foca em examinar este problema e

identificar a abordagem mais eficaz para soluciona-lo.

3.4.2 Funcao custo do estimador ML para o problema em questao

Para compreender a solucao do problema de otimizagao, buscou-se visualizar esta
funcao custo e entender qual a influéncia de cada varidvel do vetor de estados xy. Nas
Equagdes (3.26), as componentes x(k),y(k) e z(k) sao calculadas por meio das equagoes
diferenciais ordinarias mencionada na Secao 2.1.2 e utilizando métodos de integracao

numérica como o método de Runge Kutta de 4* ordem.

Inicialmente, foram realizadas algumas simulagoes para a visualizacao da funcao
custo, considerando os parametros das componentes de velocidade fixos e realizando
variagoes em grade para as componentes de posigao Xo, ¥, € 7z [40]. Ao aplicar variagoes
em grade, exploramos sistematicamente o espago de busca, avaliando a func¢ao custo em
pontos regularmente espacados dentro de um intervalo definido para cada variavel do

T
problema, no caso yp = | £y Yo 20 Uwo Vyo vzg} .

Este método é simples e facil de implementar, mas pode ser computacionalmente
intensivo, especialmente em espacos de busca de alta dimensao; além disso, pode nao ser
eficaz para localizar 6timos globais em fungoes custo complexas ou altamente nao-lineares.
As figuras abaixo buscam mostrar como a funcao custo se comporta, em dois cendrios de

simulacao.

A Figura 11 representa os valores da funcao custo conforme realizamos uma busca
nos eixos x, y e z. Sendo o eixo z suprimido da imagem para a visualizacao da superficie
x, y de A*(xg). Para esse estudo inicial da fungao custo, foi considerado o conhecimento
a priori de CYy e as componentes da velocidade vo = | v,0 v,0 V20 }T foram constantes
durante as simulac¢oes, entretanto, este Cendrio, denominado Cenério I, considera erros

significativos, aproximadamente 50%, em relacao ao valor real da velocidade inicial vg.

A Figura 12 ilustra uma representacao tridimensional detalhada da fungao A*(x),

nas mesmas circunstancias da Figura 11, i. e., para o Cenario I. Esta visualizacao destaca
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os trés eixos cartesianos, oferecendo uma compreensao clara da estrutura espacial da
funcao.

Superficie da Fungao Custo e curvas de contorno (x,y)

g MRS
N
y

I
9

U
~/WN’.‘\ \
W W‘!ﬂ?‘»‘,‘}‘}‘
0.5 — = NS 7 4/ "i!"v:"ﬁ"—‘"“'.j/ ‘

Vs

=

0.6 —

L

Fungio Custo A*(
°
2
|

Figura 11 — Superficie da Fungao custo (Cenario I)

Visao tridimensional da Fungao Custo Segoes Transversais ao Plano z
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Figura 12 — Fungdo custo tridimensional (Cenério I)

As Figura 13 e 14 representam o Cenario II. Elas também mostram os valores
da funcao custo conforme realizamos uma busca nos eixos x, y e z. Neste caso, os erros
aplicados as componentes da velocidade inicial vy foram menores, correspondendo a 20%

do valor real de vq.

As diferengas observadas nas visualizagoes da fungao custo entre os dois Cenarios
destacam a sensibilidade do modelo aos erros nas estimativas iniciais. Esta andalise nao

apenas reforca a compreensao do comportamento da funcao custo sob diferentes condicoes,



Capitulo 3. Filtro de Kalman e Estimador ML aplicados a balistica 56

Superficie da Fungdo Custo e curvas de contorno (x,y)
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70
x (m)

Figura 13 — Superficie da Fungao custo (Cenario II).
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Figura 14 — Fungao custo tridimensional (Cenario II).

mas também sublinha a importancia de uma estimativa precisa das condig¢oes iniciais para

otimizar a precisao na resolugdo do problema de estimacao.

3.4.3 Métodos de otimizacao

A otimizacao de fungdes custo representa um pilar fundamental em diversas
aplicagoes cientificas e de engenharia, onde o objetivo principal é encontrar configuracoes
otimas em um espacgo de possibilidades vasto e complexo. Neste ponto, o trabalho se
concentra em explorar e comparar diferentes métodos de otimizagdo para minimizar a
fungao custo A* (), enfatizando tanto a eficiéncia computacional quanto a precisao dos

resultados obtidos.
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Inicialmente, abordamos a busca em grade (grid search), um método exaustivo
que, apesar de sua simplicidade e capacidade de fornecer uma visao abrangente do espaco
de busca, frequentemente se depara com limitagoes significativas devido ao seu alto custo
computacional e tempo de execucao prolongado, que foi confirmado durante as simulagoes.
Esta abordagem, embora 1til para entender o comportamento da fungao custo em uma
escala ampla, como realizado na secao anterior, mostrou-se impraticavel para aplicagoes

que exigem rapidez e eficiéncia.

Em seguida, exploramos os algoritmos genéticos, uma classe de algoritmos heuristi-
cos inspirados na evolugao bioldgica, que oferecem uma abordagem probabilistica para a
solugao de problemas de otimizacao. Apesar de sua capacidade de escapar de minimos
locais e explorar o espago de solugoes de maneira criativa, os algoritmos genéticos ainda
enfrentam desafios em termos de velocidade de convergéncia e precisao nas solugoes finais,

especialmente em Cendrios com fungoes custo complexas [41].

Por fim, investigamos o método de Levenberg-Marquardt, uma técnica que combina
o método do gradiente descendente e de Gauss-Newton para oferecer uma abordagem mais
refinada e eficiente na busca pelo minimo da func¢ao custo. Este método demonstrou nao
apenas uma velocidade de convergéncia significativamente superior em comparacao aos
métodos anteriores, mas também uma maior precisao, evidenciando sua adequagao para

problemas onde a rapidez e exatidao sao cruciais [40].

A comparagao destes métodos de otimizacao revela claramente suas vantagens e
desvantagens, sublinhando a necessidade de escolher a técnica mais adequada para cada
tipo especifico de problema. Além disso, a analise ajuda a entender melhor as diferentes

opgoes de otimizacao disponiveis na literatura.

3.4.3.1 Solucdo por algoritmos genéticos

Os algoritmos genéticos (AG) sdo uma técnica de otimizagdo e busca inspirada na
selecao natural e genética biologica. Eles sao especialmente titeis em problemas complexos
onde métodos tradicionais podem falhar. Esses algoritmos funcionam com uma populacao de
individuos que representam solugoes potenciais, expressas como cromossomos. A eficacia de
cada individuo é medida por uma funcao de aptidao. Individuos com maior aptidao tém mais
chances de serem selecionados para reproducao. Durante o processo de reproducao, ocorre
o cruzamento (crossover) de cromossomos entre dois individuos, gerando descendentes, e
mutacoes sao introduzidas para manter a diversidade genética e evitar solugoes subotimas
[41].

3.4.3.2 Solucdo por algoritmo de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt é uma técnica de otimizagao, considerada eficaz

para resolver problemas de minimos quadrados nao-lineares, o que o torna amplamente
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aplicado em areas como ajuste de curvas e aprendizado de maquina. Como aspectos

fundamentais do método de Levenberg-Marquardt, temos [42]:

o Combinagao de métodos: O método de Levenberg-Marquardt combina aspectos
do método do gradiente descendente e do método de Gauss-Newton. A ideia central
¢ aproveitar as vantagens de ambos: a robustez do gradiente descendente para
estimativas iniciais distantes do minimo e a rapida convergéncia do Gauss-Newton

perto do minimo.

o Atualizacao de parametros: A cada iteracao, o método ajusta os pardmetros do
modelo minimizando a soma dos quadrados dos erros (residuos). O ajuste é feito
através de uma equacao que equilibra o passo do gradiente descendente e o passo do

Gauss-Newton, controlado por um parametro .

o Parametro lambda ()\): Se \ é grande, o algoritmo se comporta mais como um
gradiente descendente, o que é 1til longe do minimo. Se A é pequeno, o algoritmo
se aproxima do Gauss-Newton, eficaz para refinamento perto do minimo. Ajustar A

adequadamente é crucial para o desempenho do algoritmo.

Dentre as suas caracteristicas, destaca-se sua convergéncia rapida, dado que ao se
aproximar do minimo o método tende a convergir mais rapidamente do que puramente o
gradiente descendente. E considerado mais robusto do que o método de Gauss-Newton,
pois pode lidar melhor com estimativas iniciais ruins. O método também é capaz lidar

com problemas de instabilidade numérica (mal condicionados).

Por fim, podemos dizer que uma das limitagoes do método é a sua dependéncia de
estimativas iniciais. Embora robusto, o desempenho ainda pode depender da qualidade
das estimativas iniciais dos parametros. Pode ser computacionalmente mais intensivo do
que outros métodos, especialmente para problemas com inimeros parametros. Ajustar o

parametro A pode ser desafiador e pode exigir um processo iterativo de tentativa e erro.

Portanto, o método de Levenberg-Marquardt ¢ uma poderosa ferramenta de otimi-
zagao, especialmente util em problemas complexos e nao-lineares de minimos quadrados.
Sua habilidade de equilibrar robustez e velocidade de convergéncia o torna preferido
em muitos Cendarios de ajuste de curvas e otimizacao de parametros, apesar de algumas

limitacoes em termos de custo computacional e dependéncia das condic¢oes iniciais.

Fundamento Matematico do Método de Levenberg-Marquardt

Considerando a funcao h(x(k)) e um vetor de m pardmetros & para um conjunto de

N amostras de dados z(k), busca-se reduzir ao minimo a soma ponderada dos quadrados
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dos erros (ou residuos ponderados) entre os dados de z(k) e a funcdo de ajuste de curva
h(z(k)), ou seja [43]:

Sy = 3 [zus) - h<w<k>>r

= (z = h(z))"W(z — h(z))
=2"Wz - 22"Wh(x) + h* () Wh(x)

(3.32)

onde o, é o erro de medigao dos dados z(k) e a matriz de ponderagdo W é diagonal com

elementos correspondentes ao inverso de o2.

Neste caso a fungao h(x(k)) é nao linear nos parametros do modelo ; entao, a
minimiza¢ao de S(x) em relagdo aos pardmetros deve ser realizada de forma iterativa,
conforme as Equagoes (3.25) e (3.26). O objetivo de cada iteracado é encontrar uma
perturbacao p para os pardmetros & que minimize S(x). Vemos a seguir como o algoritmo
de Levenberg-Marquardt combina dois algoritmos de minimiza¢ao numérica: o método do

gradiente descendente e o método Gauss-Newton.

« Método do gradiente descendente

Trata-se de uma abordagem amplamente aplicavel para minimizagao que realiza a
atualizagdo dos parametros na direcao descendente, esta sendo contraria ao gradiente
da fung¢ao custo. O método de gradiente descendente demonstra boa convergéncia
em situagoes onde as fungoes custo sao de natureza simples [42]. Em contextos
envolvendo multiplos parametros, frequentemente os métodos baseados em gradiente
descendente representam a unica alternativa praticavel. O gradiente da fungdo custo

da Equagao (3.32) em relagdo aos parametros x é

0 0

— =9z — Tw (2 —
5 (&) = 2(z — h(z)) "W (2 — h(z))
Oh(x)
= —92(2—h T -\ (3.33)
(2 - nia)w | )]
= —2(z— h(z)"WJ
sendo a matriz jacobiana ag—(;) de dimensao n x m representando a sensibilidade local

da fungdo h(x) as variagbes nos parametros &, sua notacao foi denotada como sendo
J. A atualizacao do pardmetro & que move os parametros na direcao da descida
mais ingreme é dada pela Equagao (3.34), onde o escalar positivo p determina o
tamanho do passo na direcao da descida mais ingreme, buscando o caminho mais
direto (isto é, a diregdo oposta ao gradiente) para alcangar o ponto de minimo da

funcao que esta sendo minimizada.
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pep = pJ W (z — h(x)) (3.34)

e Método de Gauss-Newton

O método Gauss-Newton é uma técnica destinada a minimizagdo de uma funcgao
objetivo que consiste na soma dos quadrados. Este método parte do pressuposto de
que a funcao objetivo pode ser aproximada por uma funcao quadratica nas proximi-
dades dos pardmetros que correspondem a solugao étima [44]. Para compreender o
método de Gauss-Newton, consideramos a fun¢do nao-linear h(x) com pardmetros
do modelo somados a pertubagoes p, ela pode ser aproximada localmente por meio
de uma expansao em série de Taylor de primeira ordem, a qual, ap6s manipulagoes

mateméticas conforme [43], chega-se na seguinte expressao:

;pS(a})(az L p) a2z — h(x) W + 2" TTW . (3.35)

A hessiana do critério de ajuste é de aproximadamente JTW J. A equacio resultante

para a atualizacdo de Gauss-Newton é

[J"W J| pex = J"W (2 — h(z)) (3.36)

e Método de Levenberg-Marquardt

O algoritmo de Levenberg-Marquardt altera adaptativamente as atualizacoes de
parametros entre a atualizacao de gradiente descendente e a atualizagao de Gauss-
Newton. O objetivo do método de Levenberg-Marquardt é minimizar a soma dos
quadrados de func¢oes nao-lineares. Matematicamente, conforme a notacao utilizada

acima, isso é formulado como

[JTW T + M| piy = J"W(z - h(x)). (3.37)

Na hipétese de que o parametro de amortecimento A seja pequeno, ocorre uma
atualizagao de Gauss-Newton. Por outro lado, valores altos de A resultam em uma
atualizacao do gradiente descendente. O parametro de amortecimento A inicialmente
¢ grande, de modo que as primeiras atualizacoes sejam pequenos passos na diregao
da descida mais ingreme. Se alguma iteracao resultar em uma aproximacao pior,
temos que (S (x + prm) > S(x)), assim A aumentara. Caso contrario, a medida que a
solugdo melhora A diminui. O método Levenberg-Marquardt se aproxima do método

Gauss-Newton, e a solu¢do normalmente acelera para o minimo local [45].

Na relagao de atualizacao do método, o parametro de amortecimento A é dimensionado

pela diagonal da hessiana J*W J para cada pardmetro. O diagrama da Figura 15
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resume os principais passos do método, aplicado conforme o algoritmo apresentado
em [43].

[JTW T + Adiag (JTWJ)| piar = J"W (2 — h(x)) (3.38)

I Inicio I

Inicializar parametros

A

Calcular Jacobiano [€

nao

A

y

Calcular Hessiana Atualizar parametros Checar convergéncia

sim

Figura 15 — Diagrama de blocos do algoritmo de LM.

Portanto, mostramos o estimador de Maxima Verossimilhancga, uma ferramenta
estatistica fundamental para a anélise de dados e modelagem de problemas. A abordagem
apresentada nao apenas evidencia a adaptabilidade do estimador a problemas variados, mas
também destaca sua eficiéncia em lidar com as complexidades inerentes a andlise balistica.
Examinamos a fun¢ao custo associada ao estimador ML, ressaltando sua importancia no

processo de estimativa.

Além disso, discutimos dois métodos de otimizacao que sao aplicaveis na resolugao
do problema, incluindo solug¢oes por Algoritmos Genéticos e pelo método de Levenberg-

Marquardt. Estes métodos nao apenas fornecem um panorama das possiveis abordagens
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de resolucao, mas também destacam a versatilidade e a adaptabilidade para o uso do
estimador ML.

No capitulo seguinte, aplicaremos os conhecimentos e as metodologias discutidas

aqui para abordar e resolver problemas de estimacao de pontos de langcamento e impacto.
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4 METODOLOGIA ADOTADA

Neste capitulo, é apresentada a metodologia adotada para a analise e processamento
dos dados de radar dos alvos balisticos. Inicialmente, o conjunto de dados experimentais é
descrito, detalhando as caracteristicas e especificidades das medidas de radar utilizadas no
estudo. Em seguida, o Filtro de Kalman Estendido é empregado como a ferramenta central
para a analise e extrapolagao de trajetérias balisticas, enfatizando sua aplicabilidade e
eficacia na modelagem dos coeficientes de arrasto. Diferentes modelos para estes coeficientes
sdo abordados, discutindo suas nuances e impactos na precisao das estimativas. Além
disso, as métricas de avaliacao adotadas para validar as estimativas e explorar as regides
de confianga associadas sao detalhadas. Por fim, os resultados numéricos obtidos sao
apresentados, comparando e analisando o desempenho dos diferentes modelos de coeficientes

de arrasto, proporcionando uma visao abrangente sobre a estimativa do parametro.

4.1 Dados Experimentais

Conforme destacado anteriormente, foram obtidos dados de radar provenientes
do Sistema Transportével para Rastreio de Engenhos em Voo (STREV), uma instalagao
pertencente ao Centro de Avaliagdes do Exército (CAEx). De forma mais especifica, os
dados se referem a projéteis de morteiros de calibres 81 mm e 120 mm. Estas informagoes
sao oriundas de um radar de Banda C (4,0 a 8,0 GHz), que constitui uma parte essencial
do sistema de rastreamento. Esses dados permitem a descricdo precisa das trajetorias
desses engenhos, levando em conta parametros como elevagao, distancia, azimute e a
conversao para coordenadas cartesianas. As medigoes dos sinais de radar foram obtidas
durante varios lancamentos realizados em exercicios operativos, totalizando dez medicoes
de morteiro 120 mm e seis medi¢oes de morteiro 81 mm. O valor dessas medidas reais reside

na possibilidade de simular situacoes analogas as enfrentadas por radares de contrabateria.

Para exemplificar as trajetorias delineadas pelas medig¢oes do radar, apresentamos
aqui alguns sinais utilizados no processo de estimacao das trajetérias. O exemplo em foco
é um disparo de morteiro 120 mm, realizado em exercicios operativos, onde diferentes
radares foram empregados para rastrear os projéteis durante as fases de voo, registrando
assim boa parte da trajetoria. As medidas especificadas correspondem a um intervalo de

tempo que comeca 3,78s apds o lancamento e termina em 29,27s.

Observou-se inicialmente que as medigoes realizadas pelo radar exibiam uma
amostragem nao uniforme, o que se deve a laténcia inerente ao processamento dos sinais,
podendo causar variagoes nos intervalos de tempo entre as amostras. Assim, através

da reamostragem do sinal, as medigoes foram alteradas para o formato uniforme. Ao
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reamostrar sinais de elevacao, azimute e distancia de uma taxa nao uniforme para uma
uniforme, primeiro se aplica um filtro anti-aliasing para limitar o espectro de frequéncia e
evitar distor¢oes. Em seguida, o sinal ¢ interpolado para criar uma série temporal com
intervalos de amostragem regulares e uniformes. Este processo resulta em dados consistentes
e adequados para andlises posteriores [46]. A Figura 16 demonstra esse procedimento,
evidenciando que o intervalo de amostragem apropriado é de 50 ms, condizente com a
frequéncia de amostragem do radar de 20 Hz. A Figura 17 exibe as medigoes de elevacao,

azimute e distancia, ou seja, as coordenadas AER do radar de rastreamento.
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Figura 16 — Correcao da amostragem do sinal radar.
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Figura 17 — Trajetéria em coordenadas AER - Projétil 120mm.
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O sistema de rastreamento também consegue fornecer os erros associados as medi-
¢oes do radar, baseando-se em sua operacao ao longo de todo o intervalo de rastreamento.
O erro é estimado com base na trajetoria nominal do projétil, conforme informada ao
sistema. A Figura 18 mostra esses erros associados as medigoes em coordenadas AER,
para essa medicao representada na figura, o desvio padrao correspondente de cada medida

€ 04=0,19°, 09 = 0,33° e o = 9,52 m.

Erro das Medidas AER do Radar

()

b1

Elevacao

Azimute(°)

Distancia (m)

Figura 18 — Erro das medidas AER do radar.

Por fim, a figura seguinte apresenta as medi¢goes AER de duas diferentes trajeto-
rias de projéteis, P, e P, ilustradas a esquerda. A direita, sdo exibidas as respectivas

coordenadas cartesianas ENU.

4.2 Filtro de Kalman Estendido e Estimacao de Trajetéria Balistica

Os modelos dindmicos empregados no rastreamento de trajetorias balisticas sao
caracterizados por sua natureza nao linear. Diante disso, diversos métodos de filtros
nao lineares para rastreamento sao propostos e extensivamente discutidos na literatura

[12,13,47-49).

A investigacao do rastreamento radar de alvos balisticos utilizando EKF, PF (do
inglés, Particle Filters) e UKF ( do inglés, Unscented Kalman Filter ) foi explorada por [49].
Os autores destacam que o EKF oferece um equilibrio entre custo computacional acessivel
e eficacia estatistica, sendo provavelmente a escolha mais pratica para filtragem nao linear

no rastreamento de alvos balisticos. Nesse contexto, o EKF' se apresenta como uma solucgao
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Medidas AER do Radar Trajetéria 3D
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Figura 19 — Medidas do radar nos sistemas de coordenadas AER e ENU.

eficaz, adaptando-se as caracteristicas especificas do modelo dindmico balistico. Para este
estudo, o modelo utilizado inicialmente para descrever a trajetéria do projétil é apresentado

na seguinte formulacao:

xT
1 P EEE—

3

ISEENSO.
|
(@)
—~
e~
—_
~—

onde:

m - a massa do projétil em kg

S - a 4rea da secdo transversal do projétil m?

p(z) - a densidade do ar kg/m? (fungdo da altitude z em coordenadas ENU)
Ch - o coeficiente de arrasto (adimensional)

g - a aceleragao da gravidade em m/s?

O sobre ponto nas variaveis z, y e z corresponde a derivada em relacao ao tempo,

T
sendo assim o vetor v = { Ty z } representa as componentes da velocidade do projétil

T
e o vetor a = [ Ty Z } representa as componentes da sua aceleracao.

Para simplificar a notacao da Equacao (4.1) e prosseguir com os calculos que

derivam o EKF, defini-se as seguintes variaveis.

a = —— (pardmetro de arrasto) (4.2)
m
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V= \Ji2+ 2+ 2 (4.3)

P=——p(z)V (4.4)

No modelo apresentado, a representa o parametro de arrasto, expresso em unidades
de m?/kg, sendo fundamental para caracterizar a resisténcia aerodinamica. A varidvel V
representa o médulo da velocidade do projétil, enquanto P é uma funcao da densidade
do ar p, que, por sua vez, depende da coordenada vertical z (representando a altitude no
sistema de coordenadas ENU.

Para este trabalho, emprega-se o modelo exponencial para a densidade do ar,

#h onde py representa a densidade do ar ao nivel do mar,

expresso por p(z) = poe”
equivalente a 1,203411 kg/m?, e h é o fator de decaimento da densidade, com valor de 1,0361
x107%(1/m). Estes parametros estdo conforme a Army Standard Metro (METRO) [16].

Com base nessa formulagao, o modelo dindmico do projétil é representado por

0
—Pa|g|—1]0]. (4.5)
g

Neste estudo, parte-se do pressuposto que o parametro de arrasto é desconhecido.
Portanto, ¢ interessante incorporar esta variavel no vetor de estados, permitindo assim
a estimacao simultanea das posi¢oes do projétil e do pardmetro de arrasto a partir das

medigoes de radar disponiveis até um determinado instante.

Na representagao em tempo continuo, o vetor de estados do projétil é composto
por sete varidveis, expressas por (t) = [ z(t) y(t) =z(t) z(t) yi) 2(t) «ft) }T. A
equacao diferencial que descreve o espago de estados é formulada como &(t) = flx(t)] =
L) 90 20 B0 B0 0 aw ]

Para discretizar &(t), emprega-se a expansao em série de Taylor de segunda ordem.

Dado que a série de Taylor para uma funcao g(t) é uma representagao em série de poténcias
dada por [50]:

o (n)
oty =3 1 gy
—— (4.6)
g//(to)
21

onde ¢(t) é uma fungao analitica e a série de Taylor conforme expressa na Equagao (4.6) é

= g(to) + ¢'(to) (t — to) + (t—to)2 + -

desenvolvida em torno de ¢ = ty. Portanto, admitindo que At =t — ty e considerando x(t)

como a func¢ao no contexto da expansio, a expressao de &(t) = f[x(t)] torna-se [12]:
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x(t+ At) = x(t) + (t) At + :'i:(t)(Azt)2 + 0
: (47)
— 2(t) + Fla(O]AL + mﬂw(tn@;) ‘o,

onde O refere-se aos termos de ordem mais alta, que serao negligenciados.

Assumindo At £ T, onde T simboliza o perfodo de amostragem e definindo
x(k+1) = (t+T)|,_,r para a k-ésima amostra, a Equacdo (4.7) é reescrita no tempo

discreto como

el 1) = 2(k) + Fla(V)T + o flek)] -+ Do), (48)
onde
01 [z (k)
Jz = 4.9
o c=a(k|k) 49)

representa a matriz Jacobiana e I' denota a matriz de ganho do ruido do processo. Para

um vetor de estados de sete dimensoes I é definida por [12]

™)

T

2

0

0
T=|T (4.10)

0

0

0

o o N o ovio
o N o ovfio o
_— O c o o o o

O célculo da matriz Jacobiana, denotada por f,, é realizado conforme a defini¢ao
estabelecida na Equagao (4.9). A matriz resultante, apresentada abaixo, serd adaptada
com as modificagdes necessarias de parametros para as modelagens discutidas na préxima

secao.

ot O 9 O0x 0 O O

or Oy 0z 0x 0Oy 0z O«

or Oy 0z 0x 0Oy 0z O«

9z 9z 09z 9z 09z 9z 0Oz

or Oy 0z 0x 0Oy 0z O«
_ o 9% 09 O& 0% 0 O

12747 dx Oy 0z 0O 0Oy 0 O« (4'11)

or Oy 0z O0x 0y 0z O«
0 9 9 9z 09i 9 09z
or Oy 0z 0O Oy 0z O«
0&¢ Oda Oa da  Oda o I
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4.3 Modelagens para o parametro de arrasto

Conforme a revisao bibliogréafica realizada, verifica-se que diferentes modelagens
para o parametro de arrasto sao propostas e submetidas a analises na literatura. Este
estudo empreende um exame comparativo dessas abordagens, com o intuito de identificar
a metodologia que propicia a mais acurada estimativa do parametro de arrasto para a base
de dados reais que dispomos. A estimativa deste pardmetro é de vital importancia, por
influenciar diretamente na precisdo das previsoes das trajetérias balisticas, constituindo,
portanto, um elemento fundamental para a eficacia do modelo de rastreamento descrito

na Equagao (4.5).

Baseando-se na modelagem da Equacao (4.5), observa-se que as trés primeiras
linhas da matriz apresentada na Equagdo (4.11) sdo constituidas essencialmente por
elementos nulos e unitarios. Especificamente, os elementos fi4, fo5 € f36, correspondendo
respectivamente as derivadas parciais 22, 9% ¢ 92 agsumem o valor de 1. A presenca de

oz’ dy 0z
elementos nulos nestas linhas da matriz é uma consequéncia direta da invariancia das
varidveis de estado &, ¢ e Z em relagdo as demais componentes do vetor de estados x (k).
Assim sendo, a estrutura da matriz Jacobiana, conforme delineada na Equagao (4.11), é

caracterizada por:

Jo = Ju fio fi3 Ju fis fie far |- (4-12>
Js1 fs2 sz fsa fss fse St
Jor fea Jfes Jfea Jfes Ses JSer
o fro fr3 fra frs fre S

O calculo dos elementos nao nulos de f, sdo realizados conforme o Apéndice A,

que fornece a seguinte matriz jacobiana.

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
f43 f44 f45 f46 f47 (413)

f53 f54 f55 f56 f57

Jes fea fes Jee Jfer
o 0 o0 0 O

;h

Il
O O O O O O O
O O O O O O O
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Considerando a sub-matriz denominada de f., como sendo

Jaz Jaa Jas Jas Sfar
f;; = | fs3 fsa [fs5 fs6 [fo7 (4-14)
fezs fes Jfes fes fer

sua forma final é

.\ 2
—iaPh P (14 (3)7)  dvads iiady P
£ = | —yaPh o aP (1 + (3)2> jialy gP | . (4.15)
—:aPh iialy jiady aP (1 + (5’)2) P

4.3.1 Modelo com o parametro balistico S-EKF

O coeficiente balistico ¢ uma métrica que reflete a eficiéncia de um projétil em supe-
rar a resisténcia aerodinamica, estabelecendo uma relagao inversamente proporcional com
o coeficiente de arrasto. Portanto, ele se apresenta como um parametro viavel para modelar
a sétima variavel de estado do sistema. Em analogia ao tratamento dado ao parametro de
arrasto, introduz-se agora uma nova variavel denominada parametro balistico, simbolizada
por (3. Ao aplicar as equagoes balisticas tradicionais na propagacao de covariancias e na
realizacao de atualizagoes de medicao no filtro, emergem desafios associados a estabilidade
numérica. Conforme observado pelos autores de [13], este fendmeno decorre das discre-
pancias nas ordens de grandeza entre o parametro de arrasto «, tipicamente da ordem
de 1073 (kg/m?), e os vetores de velocidade v(t) = { w(t) glt) 2(t) ]T, na ordem de 10?
(m/s), bem como o vetor de posigdes p(t) = [ x(t) y(t) =z(t) }T, aproximadamente 10*
(m). Em decorréncia disso, adota-se o parametro balistico 8 = 1/a como a sétima varidvel
de estado. Considerando as Equagoes (4.2), (4.3) e (4.4), o modelo dindmico é reformulado,

contribuindo para aumentar a linearidade do sistema modelado.

_ Z (4.16)

IS TN I
|

9

Desta forma, o vetor de estados do projétil pode ser representado por x(t) =
[ z(t) y(t) =z(t) x(t) yt) 2(t) B(t) }T. A equagao diferencial que define o espago de
estados é dada por &(t) = flz(t)] = [ i(t) g(t) 2(t) @) §t) () B(t) }T. Para o
calculo da matriz Jacobiana f,, é aplicada a mesma definigdo conforme a Equagao (4.9).
Neste caso, temos que a matriz f, é novamente representada pela Equacao (4.13) e os

elementos da Equacao (4.14) sao
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Py P i \? .o P . P —iP
—tgh (1 + (%) ) Y5y Tigve e
r_ P .. P P 7\ 2 s P —gP
. .. .. 3\2 —3
—z%h xzﬁ€2 ysz;g % (1 + (V) ) ﬁQP

4.3.2 Modelo com conhecimento a priori do parametro balistico 5)-EKF

Outra modelagem do pardmetro balistico é proposta em [13], segundo os autores,
busca-se evitar problemas de linearizacao do método apresentado na Secao 4.3.1. O método
propode trabalhar com a variavel de estado AS nas equagdes dindmicas, usando a seguinte

mudanga de variavel:
1 1

1
it (4.18)

O vetor de estados do projétil é x(t) = [ z(t) y(t) =z(t) @(t) yt) 2(t) AB(t) ]T
e a equacao diferencial que define o espaco de estados é dada por #(t) = flz(t)] =

: T
[ o(t) gt) 2(t) () gt) 2(t) AB(L) } . A equagao dindmica passa a ser

L i 0
SR N )v ;-
2(50 8 P Z 2 o
b N & 0 '
:m@‘m>§ |,

Para o calculo da matriz Jacobiana f,, é novamente aplicada a definicdo conforme
a Equacao (4.9). Neste caso, temos que a matriz é representada pela Equacao (4.13) e os

elementos da Equagao (4.14) sao calculados no Apéndice B.

Para a matriz f., convenciona-se que f, = [ F, F) }, onde as matrizes F/, e F/,
sao calculadas de forma semelhante ao que foi feito na matriz f, na Subsegao 4.3.1, tal

Ccomo segue.

[R0-) R CeEn 2094

el osaog) Tatise) sien)lion| e
w0 aR-R) b (1= %)

F, = #2E1-5) - (4.21)
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4.3.3 Modelo Exponencial e-EKF

Conforme descrito por [51], em determinados cendrios, estamos interessados em
estimar a trajetoria de uma classe especifica de objetos, neste caso projéteis. O parametro
a é modelado a partir do desvio do coeficiente de arrasto a priori, seja por um coeficiente
nominal ou medida inicial deste parametro. Para este modelo, cria-se uma variavel para o
sétimo estado definida como d = ln(o%), onde o corresponde ao valor do parametro de
arrasto a priori. Este parAmetro passa a ser descrito como a = age? sendo substituido na

Equacao 4.22.

x T 0
j|=Pae| g | -0 (4.22)
z Z g

Os passos seguintes, sao os mesmos realizados anteriormente. O vetor de estados

do projétil é representado por sete variaveis de estado, sendo:

T
o(t) = | a(t) y(t) =(t) @(t) g(t) () d(t) |
A variavel de estado d é considerada uma variavel estdtica, uma vez que se trata

do desvio relativo a um valor nominal. Portanto, a equacgao diferencial que define o espacgo
T
de estados é z(t) = flz(t)] = { z(t) yt) 2(t) @(t) u) 2() 0 }
Para o calculo da matriz Jacobiana f,, ¢ novamente aplicada a definicdo conforme

a Equacao (4.9). Neste caso, temos que a matriz é representada pela Equacao (4.13) e os

elementos da Equagao (4.14) sao calculados no Apéndice C.

A matriz Jacobiana f, é representada da mesma forma que as Equagoes (4.13) e
(4.14). Para a matriz f., convenciona-se que f. = { F! F/ }, onde as matrizes F/, e F/
sao calculadas de forma semelhante ao que foi feito na matriz f, na Subsegao 4.3.1, tal

como segue.

N2
—Gape?Ph ageP (1 + (%) ) jyaoed%
N2
F, = | —jaee?Ph ijage’ apet P (1 + (%) ) (4.23)
—Zape?Ph x'z'ozoed% yz’aoed%
j;,z'aoed% & Page?
F! = jzanets yPage! (4.24)

ape? P (1 + (5)2) 2 Poyye?
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4.3.4 Modelo com a densidade do ar na varidvel de estado v-EKF

Outra abordagem de modelagem, encontrada na literatura, propoe a introducao de
uma nova variavel na sétima posicao do vetor de estado. Esta variavel ¢ definida como
v 2 ap(z), onde p(z) segue um modelo exponencial local, conforme descrito na Equacio
(2.2). As dindmicas deste modelo sao detalhadas nas Equagoes (4.26) e (4.27).

T

0
1
= WA g =] 0 (4.25)
z g

ISTEENSIE S H

I ) T 0
J | = —§7V yl—10 (4.26)
z z g

De forma semelhante ao que foi apresentado anteriormente, o vetor de estados é

x(t) = { x(t) y(t) z@t) z(t) gt) 2() ~(t) }T. A equacao diferencial que define o es-

T
pago de estados é dada por &(t) = flz(t)] = { () gt) 2@t) () @) 2(1) A() }
A nova variavel de estado, omitindo o indice de tempo ¢, apresenta a seguinte equacgao

dindmica.

_av_a _a —hz\ __ —hz :
Y= T E(OCP(Z’)) =5 (Oépoe ) = appe” " (—hz)

ot (4.27)

= —vhz

Para o calculo da matriz Jacobiana f,, é aplicada a definicdo conforme a Equacao
(4.9), dada por:

ot Ot 0O Ox O Oz O
Or Oy Oz 0 Oy 0z Oy
oy oy oy oy oy 9y Oy
or Oy 0z 0 9y 0z 0Oy
0z 0z 0z 0z 9z 09z 0Oz
or Ody 0z 0 9Oy 0z 0Oy
_ 0 90 90 0% 9i 0i 0%
fm o 0x Oy 0Oz O Oy 0z Oy : (428)
oy oy oy oy 0y 0§ Oi
or Oy 0z 0z 0y 0z Ov
0z 9z 9z 09z 9 09z 0Oz
or Oy 0z 0z Oy 0z 0Oy
0y 9y oy oy o7 97 9%
L Ox Oy Oz 0 Oy 0z Oy J

Da mesma forma, as primeiras 3 linhas da matriz sao compostas por zeros e uns,

9r _ 9y _ 95 _
sendo os elementos fi4, fo5 € f3 correspondentes as parcelas g7 = 5 = 65 — 1. Os
elementos nulos ocorrem devido a invariancia das variaveis do espaco de estados &, 7 e 2
em relacao a qualquer outra componente do vetor de estados x(k). Dessa forma, a matriz

Jacobiana da Equagao (4.28) torna-se:
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0 0 0

0 0

0 0

Jo = Ju Ji2 Ja3
Js1 fs2 [s3

Jor fe2 fe3

i I Jro Jfu

O célculo destes elementos sao realizados conforme o Apéndice D.

A matriz Jacobiana f, fica da seguinte forma.

Jas
Js3
Je3
frs

:b

I
o O O O o o O
o O O O o o O

Considerando, agora, a matriz denominada de f., como sendo:

Jiz Jua
) J53  Jfoa

Jes  Jfou

Jz 0

sua forma final é dada por

237 -3 (V+T)

yVhy _yE _
f’ _ 2 2V 2
x ZVhy _oE2
2 2V
h2zy 0

4.4 Inicializacao das Variaveis de Estado

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

A teoria presente em [32] aborda a questdo da inicializagdo das variaveis de estado

mediante um modelo Bayesiano. Este modelo nos diz que os estados iniciais sao variaveis

aleatérias, presumidas como distribuidas normalmente, caracterizadas por uma meédia

previamente conhecida. Os estados iniciais sdo entdo definidos pela média &(0 | 0) e

pela matriz de covariancia P(0 | 0), configurando um modelo Gaussiano expresso por
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x(0) ~ N[2(0]0),P(0 | 0)]. Em um ambiente de simulacao, é possivel gerar o estado

inicial utilizando um gerador de varidveis aleatérias que siga este modelo.

Contudo, apesar de esta metodologia estar alinhada com as premissas fundamen-
tais do filtro, sua aplicabilidade pode ser limitada devido as variagoes inerentes a cada

inicializagao em sequéncias de simulagoes.

Uma abordagem alternativa, que se revela mais pragmatica, envolve a definicao de
um estado inicial especifico, considerado como o estado verdadeiro, seguida pela geracao
da estimativa inicial conforme a expressao &(0) ~ N [z(0 | 0), P(0 | 0)]. Esta abordagem
pode ser elucidada pelas expressoes matematicas abaixo, nas quais x(0) e a estimativa
inicial (0 | 0) sdo intercambidveis, mantendo a caracteristica da distribuigdo normal.

plz(0) [ #(0 ] 0)] = Mz(0); (0 | 0), P(0 | 0)]

4.4.1 Implementacao pratica para rastreio

A abordagem pratica para a inicializagdo das varidveis de estado, utilizando
um vetor de estados x(k) = [p(k) p(k)]T,onde p(k) = [z(k) y(k) z(k)]T e pk) =
(k) y(k) 2(k)]T, correspondem ao vetor das posigoes e das velocidades, respectiva-
mente. Supondo que temos medic¢oes diretas da posicao, podemos utilizar esses dados por

meio do seguinte modelo das equagoes das medidas:

z(k) = p(k) + w(k). (4.33)

Com este modelo, as medigoes diretas da posi¢ao sao utilizadas para estimar tanto
a posicao quanto a velocidade no vetor de estado. A inicializagdo das variaveis de estado
x(0) pode entao ser feita com base nas primeiras medigoes disponiveis de posigao, enquanto
a velocidade inicial pode ser estimada ou definida com base em suposigoes, ou informagoes

adicionais disponiveis.

Os valores verdadeiros da posigao geram ruidos de medigao tais que w(k) ~ N[0, R)].
Dado um intervalo de amostragem 7' e representando a estimativa inicial da posi¢cao como

sendo p(0]0) = z(0), o vetor inicial de velocidades pode ser estimado como:

p(0]0) = z(l);z(o). (4.34)

A matriz de covariancia inicial do erro da estimativa é representada abaixo, despre-

zando o ruido do processo.
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R R/T

PO]0)= R/T 2R/T”

(4.35)

A abordagem acima é conhecida como diferenca de dois pontos e pode fornecer a
consisténcia necessaria para a inicializacao do filtro para atualizagoes no instante k = 2.
Nas situagoes onde sao observadas variagoes intensas nas medigoes, este ajuste polinomial
de primeira ordem utilizando as duas primeiras medi¢oes pode apresentar imprecisao.
Para esses casos ¢ indicado utilizar mais de duas amostras da medicao, isso exigira a
aplicagdo de um ajuste polinomial de ordem superior, como alternativa, tem-se o método

dos minimos quadrados [32].

Nas simulagoes com varias rodadas (Monte Carlo), é necessério seguir o mesmo
procedimento de inicializa¢ao, com a devida atualizacdo dos ruidos gerados (mantendo
a independéncia) em cada execugao, conforme w(k) ~ N[0, R]. Usar repetidamente as

mesmas condicoes iniciais em simulagoes de Monte Carlo resultara em estimativas parciais.

Em certos cenarios, a depender da aplicagao, a velocidade calculada usando um
método de diferenca de dois pontos pode exceder significativamente um limite de velocidades
possiveis, ou mais provaveis. Em tais situagoes, é mais apropriado definir a posi¢ao inicial
com base em uma Unica observagao e considerar a estimativa de velocidade inicial como
sendo zero, descrita como inicializacio de um ponto. O desvio padrao associado pode ser
definido, por exemplo, na metade da velocidade méxima conhecida [32]. A adogao dessa
abordagem introduzira viés nas simulagoes de Monte Carlo para este cenario especifico, ja
que o erro de velocidade inicial permanece fixo em vez de ser aleatério e possuir média

Zero.

4.5 Extrapolacao da trajetéria balistica e ganho de Kalman

O ganho de Kalman, representado por K, pode ser compreendido como um
coeficiente de ponderacao. Ele desempenha o papel crucial de determinar a proporc¢ao da
inovacao que sera incorporada na atualizacao do estado estimado. Em termos simples,
quando K é pequeno ou nulo, pouco ou nenhuma correcao é aplicada a estimativa, enquanto,
inversamente, quando K ¢ alto, a inovacao é utilizada para corrigir o estado estimado.
Em esséncia, o ganho de Kalman age como um mecanismo de equilibrio, permitindo que o
filtro ajuste a influéncia da informacao proveniente das medi¢ées e do modelo dinamico,
adaptando-se a confianca relativa em cada fonte de informacao durante o processo de

atualizacao do estado.

Analisando a equacao de atualizacdo da estimativa no EKF, representada pela
Equagao (3.14), é possivel empregar o filtro em malha aberta (do inglés, open-loop),

garantindo que o ganho de Kalman seja sempre nulo apés algumas estimativas. A intencao
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é extrapolar as estimativas e considerar as ultimas atualiza¢oes da matriz de covariancia
da estimativa P(k + 1 | k + 1), utilizando o filtro para prever as varidveis de estado. A
ideia de operar o EKF em malha aberta, definindo o ganho de Kalman como nulo na
auséncia de novas medigoes, é conceitualmente correta. Essa abordagem é usada para
continuar a estimativa de estado com base no modelo de sistema quando novas medic¢oes
nio estio disponiveis. E importante notar que essa abordagem pode aumentar a incerteza
da estimativa ao longo do tempo, visto que nao ha correcoes sendo aplicadas para ajustar

possiveis erros no modelo.

4.6 Meétricas de Avaliacao da Estimativa

E interessante observar que no contexto da estimativa de um pardmetro constante,
a consisténcia de um estimador (um estimador estatico) é caracterizada pela convergéncia
da estimativa e o seu valor real. Isso indica um acimulo continuo de informagoes (no
sentido de Fisher) sobre o pardmetro, diminuindo eventualmente a incerteza sobre seu

verdadeiro valor para zero.

O problema de estimagao do estado de um sistema dinamico mostra que, geralmente,
nao existe convergéncia desta estimativa. Neste caso, toma-se como parametro a estimativa
atualizada do estado, denotada como x(k|k) e a matriz de covaridncia da estimativa,
P(k|k), disponivel. Nas situagdes de divergéncia observavel, onde o filtro ocasionalmente
produz erros de estimativa de estado com altas magnitudes, esses erros podem decorrer de

fatores como erros de modelagem, erros numéricos e até mesmo erros de programagao.

A avaliagao prética da consisténcia envolve normalmente a caracterizacao estatistica
de disturbios via momentos de até segunda ordem. Posteriormente, espera-se que o filtro
resultante fornega momentos aproximados de primeira e segunda ordem do estado. Assim,
duas condigoes podem ser avaliadas e satisfeitas pelo filtro, mesmo diante de algumas

aproximacoes:

(i) Elx(k) — 2(k | k)] = E[z(k | k)] =0

(ii) E |[@(k) - 2(k | k)][z(k) = (k| k)" £ E|[2(k| H)E(k| k)T| = P(k]| k)

A condicdo (i) é a propriedade mais sem viés da estimativa [32] (ou seja, erro de estimativa
nulo), enquanto (ii) é o requisito correspondente para a covaridncia , ou seja, que o MSE
atual (lado esquerdo) corresponda a covaridncia calculada pelo filtro (lado direito). Como
critérios de consisténcia de um filtro, pode-se dizer que o mais importante para testes
em simulagdes seja considerar a expressao &(k | k) = x(k) — &(k | k) e definir o erro
quadrético da estimativa normalizado do estado (do inglés, normalized estimation error

squared—-NEES), como sendo:
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k) = &(k | K)TP~ (k| K)&(k | k). (4.36)

Supondo que o filtro seja consistente, e(k) segue uma distribui¢ao qui-quadrado
com n, graus de liberdade, onde n, é a dimensao de x(k). O teste correspondente consiste

em verificar se E[e(k)] = n,.

4.6.1 O Limite Inferior de Cramer-Rao e a Matriz de InformacGes de Fisher

Conforme o Limite Inferior de Cramér-Rao (do inglés, Cramér-Rao Lower Bound
ou CRLB), o erro quadratico médio associado a estimativa de um parametro ndo pode ser
menor que o limite especifico determinado pela funcao de verossimilhanca [38]. O CRLB
também pode ser visto como uma métrica tedrica que estabelece a varidancia minima para
um estimador nao enviesado em um problema de estimacao de parametros. Ele representa
a precisao minima alcancavel na estimativa de um parametro em um modelo estatistico.
Além disso, cabe ressaltar que o CRLB assume uma relevancia particular na avaliagdo da
eficacia dos estimadores, desempenhando um papel de suma importancia no contexto da
comparacgao entre diferentes algoritmos de estimacao. Este indicador é fundamental para
aferir a eficiéncia de estimadores em termos da variagdo minima teoricamente possivel
de suas estimativas, constituindo-se, portanto, em um critério robusto e estatisticamente

fundamentado na analise comparativa de metodologias de estimagao [52].

A Matriz de Informacao de Fisher J (do inglés, Fisher Information Matriz -FIM)
¢é utilizada na teoria de estimacao para avaliar a precisao da estimativa de parametros em
um modelo. Ela busca mensurar as informacoes presentes nos dados sobre os parametros
deste modelo e ¢é utilizada no calculo do CRLB. De forma geral, uma informacao de Fisher
mais alta indica uma menor varidncia do estimador, resultando em uma maior precisao da

estimativa.

A relacao entre a FIM e o CRLB ¢é estabelecida por meio de uma desigualdade
fundamental na teoria da estimativa de parametros. No caso da estimativa de um parametro
escalar, nao aleatdrio e unidimensional (k), cujo estimador sem viés é &(k | k) , a varidncia

possui o seguinte limite [32],

E([&(k | k) —2(k)?] > T (4.37)

A variavel J corresponde a informacao de Fisher, sendo calculada como,

_ E{lalnaji(m)r}
2=a(k)

onde Ag(x) corresponde a fungao de verossimilhanca do parametro, ou seja, a densidade

(4.38)

;o _g l@zln/\k(w)]

ox?

=z (k)

de probabilidade conjuntada das medidas. Essa pdf representa a medida de quao provavel
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o valor do pardmetro é, dada uma observagdo (medida). Se a varidncia do estimador
for igual ao CRLB, entao tal estimador é chamado de estimador eficiente. Para os casos

multidimensionais, as Equagoes (4.37) e (4.38) ficam no seguinte formato,
E|[&(k | k) —a(k)] [&(k | k) — (k)] > I (4.39)

J&-E|V,V, InA(x)]

, (4.40)

T=x

o = B[V, A@)] [VaIn Ae)]"]

z=x(k)

onde x(k) é o valor verdadeiro do pardmetro vetorial.

Em esséncia, a informagao de Fisher ajuda a quantificar quanta informacao 1util os

dados fornecem para a estimativa de parametros.

Supondo que o erro de estimativa de pardmetros &(k | k) seja aproximada-
mente uma distribuicio Gaussiana, com covariancia dada pelo CRLB, ou seja, P £
E {:i(k | k)z(k | k)T} = J~1. A matriz J é suposta inversivel, de posto n, (a dimensao
de x) e sua inversa J~! é uma matriz de covarincia positiva definida. Voltando a Equa-
¢ao (4.36), o NEES é representado por uma distribuicao qui-quadrado com n, graus de

liberdade, ou seja, €, ~ x,%z

Por fim, o NEES pode ser usado em simulagoes para verificar se o estimador
é eficiente, ou seja, os erros correspondem a covariancia dada pelo CRLB, sendo esse
procedimento uma verificacao de eficiéncia do estimador. Neste trabalho, adotou-se o
conceito proposto pelos autores de [32], onde definimos a variavel b tal que P{e, < b°} =
1— B, sendo B uma probabilidade pequena. Para que o estimador seja considerado eficiente,

o NEES deve ser menor que b* com alta probabilidade (1 - B).

4.6.2 Regiao de Confianca para a estimativa de Pl e PL

Considerando um estimador eficiente e conhecendo-se o parametro verdadeiro x(k),
é possivel obter uma “distancia maxima” (quadratica) dele até o pardmetro estimado,
sendo denominada como a norma quadratica do erro. Caso x(k) seja desconhecido e
somente &(k | k) for conhecido, pode-se dizer que x(k | k) deve pertencer ao conjunto
de possiveis pontos da estimativa de &(k | k), determinado novamente pela expressao
P {ex < b2} = 1 — B. Esta ltima corresponde a regiao de confianca para o parametro
verdadeiro. A regido de confianga para o pardmetro x(k | k) é delimitada pelos pontos na

superficie eliptica:

(k| k) —2(k | )" P~ (k | B)a(k | k) — 2(k | k)] = 0", (4.41)

A matriz de covaridncia P é positiva definida e a superficie eliptica possui semieixos

que sao b vezes as raizes quadradas dos autovalores de P. Tal regiao ¢ o elipsoide de
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concentragao de probabilidade, obtida cortando as caudas da densidade gaussiana multiva-
riada. O lado esquerdo da Equagao (4.41) é conhecido como distancia de Mahalanobis e
pode ser entendida como sendo uma medida de quao longe um ponto de dados estd de um
conjunto de dados multivariado médio, considerando a covariancia entre as variaveis. Ela é

uma generalizacao da distancia euclidiana e ¢é til em estatistica e anélise multivariada [53].

Para a aplicagdo neste trabalho, onde o foco é na estimativa do ponto de impacto e
langamento de um objeto balistico, foram adotados célculos semelhantes aos autores de [54],
considerando as coordenadas cartesianas (x, y, z) e que o ponto de impacto correspondente
é representado pelo plano (x, y). Nas simulagoes, a elipse com regiao de probabilidade de
99% x? (qui-quadrado) foi utilizada tanto para os pontos de impacto verdadeiro quanto
para os pontos de lancamento. A formulacao apresentada a seguir foi utilizada para o ponto
de impacto, e o mesmo raciocinio se aplica ao ponto de lancamento. Isto é representado

pela seguinte equacao:

T

[ Xp1 — XPI p-!
E

yP1 — ¥p1

Xpy — X
P =\ 2(99%), (4.42)
YP1 — YPI

onde (xpr, yp1) é o ponto de impacto verdadeiro, (Xpr, §p1) é 0 ponto de impacto estimado
e Py ¢ a matriz de covarilncia da estimativa correspondente. A constante tal que x3(99%)

indica o ponto de 99% na fungao de distribuigao acumulada qui-quadrada com dois graus
de liberdade.

Na pratica, desconhecendo o ponto de impacto verdadeiro, a elipse esta centrada no
ponto de impacto estimado e o que pode ser verificado é se o ponto de impacto verdadeiro
(se disponivel) esta dentro da elipse de probabilidade de 99%. Nas simulagoes de Monte
Carlo, é possivel avaliar o inverso, ou seja, se os pontos de impacto estimados caem na

elipse centrada no ponto de impacto verdadeiro.

A outra abordagem empregada neste trabalho e mostrada pelos autores de [55], é
utilizar a regiao formada por um circulo, chamado pelos autores de “circulo de incerte-
zas”. Essa regiao pode ser utilizada como uma “zona de aviso” para indicar uma maior

probabilidade de impacto do objeto balistico. O método é mostrado pela expressao abaixo,

Xp1 — Xp1 Amax 0 Xpr — Xpr
yP1 — Jpr 0 Amax yp1 — ¥pr

onde A\, ¢ 0 autovalor maximo da matriz de covariancia Pg. O circulo de incertezas da

= X3(99%), (4.43)

Equacao (4.43) pode ser usado como a regiao de probabilidade para o verdadeiro ponto de

impacto, centrado no ponto de impacto estimado.
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4.6.3 Anadlise de Erros Absolutos

A avaliacdo do desempenho de um filtro em problemas de estimacao é fundamen-
talmente ligada a andlise de erros absolutos. Neste contexto, o erro RMS é uma métrica,
que avalia a precisdo do filtro em condicoes reais de operacao. Assim, os erros associados
a posicao e a velocidade, incluindo tanto as componentes individuais quanto o moédulo
da velocidade podem ser avaliados. Tais analises sdo cruciais para compreender a eficacia

global do filtro em diversas situagoes praticas.

Em cada problema, ha um interesse primordial no desempenho absoluto de um
filtro, avaliado através dos erros RMS, sendo ainda mais significativos. A andlise pode ser

feita para os erros de posicao, velocidade e modulo da velocidade, tal como em

RMS(¢) = , ]1[ Z V2. (4.44)

No caso de um vetor de trés dimensoes das posigoes x = [ r Yy z }, o erro RMS é

1 N
RMS(x) = \J N Z (72 + g2 + 22) (4.45)
i=1
Os erros de estimativa percentuais podem ser calculados para cada componente da

trajetoria de um projétil como sendo

valorreal - /Ualorestimado

e(%) = x 100. (4.46)

ValOT el

4.6.4 Erro de localizacao do alvo

O erro de localizagao do alvo (do inglés, Target Location Error, TLE), é um
parametro critico nas operacoes balisticas e de rastreamento de alvos. O TLE refere-se
a discrepancia entre a posicao estimada de um alvo e sua posi¢ao real ou medida. Por
exemplo, um TLE de 80% indica haver uma confianca de 80% de que o erro de localizacao
real estd contido em uma faixa de erro especificada. Esta métrica é fundamental na
avaliagdo da precisao de sistemas de rastreamento e de projéteis balisticos, onde a precisao

¢ muitas vezes uma questao fundamental [56].

Considerando um cendario pratico, se um sistema de rastreamento de alvos reporta
um TLE a 80% com raio Rrpr = 5 m, isto implica que hd 80% de probabilidade de que a
localizacao real do alvo esteja a no maximo 5 metros da localizacdao estimada. Em contextos
balisticos, onde o calculo preciso do ponto de impacto é essencial, o TLE serve como um
indicador crucial da eficacia do sistema. Isso é particularmente relevante em operagoes
militares e em testes de sistemas de defesa, onde a capacidade de prever e interceptar um

alvo com precisao pode ser uma tarefa critica.
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Figura 20 — Exemplo de TLE 80%

4.7 SimulacGes para a estimativa do parametro de arrasto

Simulagoes de trajetérias balisticas foram realizadas utilizando o método de Runge-
Kutta de 4* ordem (RK4). Este método de integragao é reconhecido na anélise numérica
por sua capacidade de resolver equagoes diferenciais ordinarias (EDO) de forma precisa e

robusta, conforme discutido em [50].

O algoritmo RK4, detalhado em [1], foi empregado para calcular as posi¢oes z, y
e z. No contexto deste trabalho, o passo de integracao h foi equivalente ao periodo de
amostragem T das medigoes. Os parametros iniciais para o método incluem o coeficiente
de arrasto e as condigOes iniciais, as quais sao encapsuladas no vetor de estados inicial

T
330:[950 Yo 20 Uzo Uyo Uzo] .

O RK4 aborda a solugao de uma EDO expressa por ' = f(x,y), partindo de uma
condigao inicial definida. Este processo iterativo avanca a solugdo em incrementos discretos
ao longo do intervalo de integragao. Em cada etapa, o RK4 computa quatro inclinacoes,
ou derivadas, e aplica uma média ponderada destas para estimar o valor subsequente da

solugdo. As etapas do RK4 utilizado sdo descritas na Equagao (4.47).

f(A(n))
(/\ n) +
(

(n) + Zhi
An) + T (ky + k) (4.47)
f(A(n) =T (k2 + 2k3))
An+1)) = Xn) + §T (ky + 4ks + k) .

As trajetérias balisticas representadas no espaco cartesiano pelo vetor [z(k) y(k) z(k)]T,
foram empregadas como dados de entrada no Filtro de Kalman Estendido, constituindo o

vetor de medigoes z(k).
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O objetivo destas simulagoes foi avaliar o desempenho das diferentes modelagens
para o EKF apresentadas na sec¢ao 4.3, com especial atencao para a estimativa do coeficiente

de arrasto. A representacao do vetor de medicoes é

(k) z(k) + wq (k)
z(k) = | ym(k) | = | y(k) +wy(k) | = Hx(k) + w(k), (4.48)
Zm (k) z(k) + ws(k)

onde a matriz H é dada por H = { Is 054 ], I3 representa uma matriz identidade de
ordem 3, enquanto 03,4 representa uma matriz com todos os elementos nulos e de ordem
3 x 4. O ruido adicionado ao vetor [z(k) y(k) z(k)]T é Gaussiano e branco, tal que

E [w(k)wT(k)} = R(k), a matriz de covaridncia correspondente as medidas.

O ruido do processo v(k) representa os erros de discretizagdo e incertezas de
modelagem nas equagoes de movimento, considera-se que esses erros sao Gaussianos,
média zero e brancos, ou seja, E ['v(k)'v(k)T} = Q(k). A matriz Q(k) é a matriz de
covariancia do processo v(k), sendo uma matriz diagonal com elementos ¢,, ¢,, ¢. €
g (indice M representa a sigla do modelo a ser utilizado). Tais elementos sao as compo-
nentes z, y, z e v da densidade espectral de poténcia do processo aleatério v(k), assumidos

constantes ao longo do tempo. Considerando a matriz de ganho do ruido T,

Q(k) = E [Tv(k)o(k)'T"] = TQ(k)T" (4.49)
onde ,

I3 03,

T=| TL Osq (4.50)
Ol><3 1
(&
Gz
Q(k) = o . (4.51)
q-
qm

As simulacoes foram realizadas com os valores das densidades espectrais para o
ruido do processo conforme a Tabela 2. Nelas também constam as densidades representadas
na sétima variavel de estados, do m-ésimo modelo e completam a matriz da Equagao(4.51).

A inicializacdo da matriz de covariancias P(0|0) foi conforme a Equagao (4.52) [12].
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Tabela 2 — Pardmetros de desvio padrao de ruido do processo (i = x, y e 2) e inicializacdo
da matriz de covariancias P.

Tipos de Filtro /g; NLTY; oM

B-EKF 1073 8x10® 10°
Bo-EKF 1073 1,2x10° 103
e-EKF 1073 3x107' 1072
v-EKF 1073 1074 1074

R(0)3x3 0O3x3 03x1
P(O | O) - 03><3 0'5:[3 03><1 (452)

2
0143 0143 O\

O cenério simulado corresponde a uma trajetéria com ponto de detecgao a distancia
p = 2000 m, elevacao do alvo ¢ = 70° e azimute 6 = 60°, a partir do qual foram iniciadas
as estimativas pelo EKF. O foco principal concentra-se nas componentes espaciais x, y
e z, que representam as posi¢oes do projétil e, em particular, hd uma énfase especial na
estimativa da sétima variavel de estado, a qual incorpora informagcoes cruciais relacionadas
ao coeficiente de arrasto do projétil. Buscou-se ajustar o filtro para que esta variavel fosse

estimada satisfatoriamente da forma mais rapida possivel.

O coeficiente de arrasto “real” foi modelado nas simulac¢oes, tomando como base
o conhecimento prévio do parametro de arrasto, seu desvio a partir do valor nominal de
Cy = 0, 1. Usou-se o modelo de Cyq = Cye®® | onde d(t) é modelado como um processo
estocastico de Wiener. O coeficiente é caracterizado por uma varidvel aleatéria (V.A.)
Gaussiana, com média zero e varidncia at [24]. Sendo o uma constante, ou seja, uma V.A.

com variancia que se altera linearmente com o tempo t¢.

A Figura 21 ilustra os resultados estimados para o coeficiente de arrasto utilizando
os quatro modelos discutidos na Secao 4.3. Observa-se que, nesta simulacao, onde todos os
modelos foram inicializados com um valor aproximado de 0,087, os modelos e-EKF e v-EKF
apresentaram erros menores. O modelo fyp-EKF mostrou certas limitagoes, especialmente
sob condic¢oes de variagoes significativas que se afastam do valor a priori estabelecido.
Em contraste, o modelo S-EKF exibiu oscila¢gbes mais acentuadas durante a estimacao,
resultando em um RMSE mais elevado. Para o modelo e-EKF, adota-se um parametro
inicial ag, correspondente ao valor a priori do coeficiente de arrasto. Por outro lado, o
modelo v-EKF, que registrou o menor erro, opera independentemente de uma estimativa
a priori do parametro e obteve o menor RMSE, além disso, durante as simulagoes ele
mostrou ser mais estavel e possuir uma resposta mais rapida na estimativa. Trajetorias
caracterizadas por coeficientes de arrasto distintos levam a estimativas de trajetorias
diferentes. Essa discrepancia torna-se pronunciada a medida que o alcance da trajetéria é

maior, influenciando diretamente as previsoes de pontos de impacto.
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Com a conclusao desta secao, estabelecemos as bases metodolédgicas e as ferramentas
analiticas necessarias para o processamento e avaliacdo dos dados radar. Através da
exploracao detalhada do Filtro de Kalman Estendido e a consideracao de diferentes
modelos para os coeficientes de arrasto, bem como a aplicagao de métricas de avaliagao,

pretende-se avancar para a préxima etapa do trabalho.

No Capitulo 5, voltaremos nossa atencao para a andlise dos resultados obtidos.
Esta fase sera dedicada a uma investigacao aprofundada dos dados e modelos apresentados,
permitindo-nos compreender as tendéncias e padroes das estimativas de ponto de impacto

e langamento e avaliar sua eficicia.

Modelos para Estimagdo do Coeficiente de Arrasto
I I

018 ‘ : :
—Cq  (real) |
g oy |——Cs (B-EKF) [ K
Z | |-—Ci (5EKF) TNEI
5% |—Cq (eEKF) 7]
[}
T o012
Q
£
3 o1 : - i Za
e VA et A s :
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©]
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1 1 1 1 1 1
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g

Figura 21 — Analise do desempenho dos modelos do EKF.
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5 ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados obtidos no trabalho. Inicialmente foi
realizada uma andlise das técnicas de estimagdo de ponto de impacto, com um enfoque
particular no uso do EKF' e posteriormente o estimador ML foi empregado para estimagcao

de pontos de langcamento e impacto.

O objetivo principal é avaliar a eficicia das técnicas em diferentes cendarios de
rastreamento. Focamos na analise de resultados por meio das variacoes nos intervalos de
tempo de acompanhamento do alvo, ou seja, limitando o ntimero de amostras medidas.
Esta avaliacao é essencial para compreender tanto a aplicabilidade quanto a precisao do
estimador em cendrios praticos, onde tanto a duracao do rastreamento quanto a qualidade
dos dados apresentam variagoes significativas. Este contexto é aplicavel aos sistemas de

radar de contrabateria, onde tais condigoes operacionais sao encontradas.

As estimativas de PL foram primariamente obtidas por meio do estimador de
Méaxima Verossimilhanga (ML), que também forneceu as estimativas de ponto de impacto.
Embora o EKF, um filtro recursivo que utiliza dados medidos ao longo do tempo, nao
tenha sido aplicado neste contexto para a estimacao de PL, reconhece-se que, em certas
condigoes e com ajustes apropriados, como a inversao temporal em filtros digitais, o EKF
poderia ser uma alternativa viavel. Esta possibilidade, contudo, nao foi explorada neste
trabalho.

E importante destacar que, na operacio do EKF em malha aberta, que visa a
extrapolacao de estimativas, novas medi¢des nao sao mais disponiveis. Assim, o filtro
suspende a etapa de atualizagao, que normalmente integra as observacoes recentes ao
modelo. Neste modo, o EKF depende exclusivamente das previsoes do modelo. Na fase
de predicdo, o filtro continua a funcionar com base no modelo dindmico do sistema,
projetando o estado futuro a partir das tltimas estimativas conhecidas, derivadas das

medigoes anteriores, e das leis matematicas que governam o sistema.

Por fim, foram empregadas as métricas de avaliacao para quantificar a acurécia
das estimativas. Estas métricas sao essenciais para uma comparacao objetiva entre os

diferentes cendrios, a fim de se avaliar a confiabilidade das técnicas de estimacao.

5.1 Estimativas de Pl - EKF

Nesta secao do trabalho, exploraremos inicialmente, na Subsecao 5.1.1, as simulagoes
de estimativas do ponto de impacto utilizando o Filtro de Kalman Estendido. Esta

analise focara em dados simulados para avaliar a eficicia do EKF em diferentes cenarios.
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Posteriormente, na Subsecao 5.1.2, a atencao serd voltada para as estimativas de PI
utilizando o EKF aplicado a medidas reais de radar, especificamente do radar de banda C.
Esta abordagem permitira uma avaliacao pratica do EKF, utilizando dados obtidos do

sistema de rastreamento da base de dados, para avaliar o filtro em situacoes reais.

5.1.1 Simulacdes

Inicialmente, apresentaremos as simulagoes realizadas com o EKF, por meio do
modelo v-EKF, modelo que demonstrou o melhor desempenho durante as simulagoes

preliminares da Secao 4.7.

A trajetéria foi simulada utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem
(RK4), conforme descrito na Equacao (4.47). Para estas simulagoes, o intervalo de amos-
tragem foi de 50 ms. As medig¢oes simuladas foram realizadas conforme os procedimentos
descritos na Subse¢ao 4.7. O cenario simulado consiste em um disparo tedrico com veloci-
dade inicial vy de 200 m/s?, elevacio ¢ de 60° e azimute 6 de 70°.

A detecgao do projétil ocorreu a uma altitude aproximada de 600 m. Implemen-
tamos simulagoes de Monte Carlo, envolvendo um conjunto (ensemble) de 500 iteragoes
independentes. Nas estimativas do Ponto de Impacto (PI), utilizamos a notagao PIg para

as estimativas e PIy para o PI real (assumido e conhecido por tratar-se de uma simulagao).

Para representar a regiao de confianca das estimativas, recorre-se as Equagoes
(4.42) e (4.43), empregando a elipse x3 (99%) e o circulo de alerta x3 (99%), que definem
a “zona de aviso” mencionada na Subsecao 4.6.2. O centro dessas regides (elipse e circulo

de alerta) foi estimado utilizando o método k-means [57].

Foi utilizado o TLE como o limite de tolerancia de erro, descrito na Subsegao 4.6.4,
ajustado a 85% — parametro estipulado como requisito para um radar de contrabateria
para projéteis de morteiro 120 mm, como apresentado na Tabela 1. Nessa configuracao,

também foi definido um circulo com raio (r) correspondente a distancia do TLE.

O intervalo de tempo da trajetoria, entre a deteccao e o impacto do projétil, foi de
36 segundos. Visando avaliar o desempenho do filtro, simulamos os intervalos de tempo do
rastreamento de forma decrescente, variando de 14 a 2 segundos. A medida que o intervalo
de rastreamento diminui (indicado pela barra de cores lateral), as medigdes se tornam mais
limitadas, e o filtro opera com um niimero reduzido de amostras. As figuras sequenciais

ilustram os resultados desse cenério.
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Figura 22 — Estimativas do EKF para PI com 14 s de rastreio.

A Figura 22 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 14 s,
que resultou em uma Elipse e um Circulo de Alerta de cerca de 115 m de didmetro, com o
raio do TLE a 85% sendo de cerca de 38,88 m. Para esta simulacio, o intervalo de rastreio

de 14 s nao atinge o requisito de TLE a 85% com um raio de 30 m, conforme previsto na
Tabela 1.
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Figura 23 — Estimativas do EKF para PI com 12 s de rastreio
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A Figura 23 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 12 s,
que resultou em uma Elipse x2 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%) de

cerca de 120 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 45,89 m.

x  Ponto de detecgao
Medida do radar
e Fim da deteccao
—-—- Trajetéria extrapolada
o0 Ponto de impacto estimado

Tempo (s)

O B N W A O O N ®© ©

0
400 600 800 1000 1200 3000

x (m)

\ \
oo { © Pl .
s Ply
1180 | ==== Cfrculo de Alerta 99% x3 *
1160 L J70007 Elipse 99% x3 o i
= [~ T TLE 85 (r = 58.66m)

L 1140 -
1120 — -
1100 — -
1080 [~ -

! ! ! ! ! !
2900 2950 3000 3050 3100 3150 3200 3250 3300 3350

x (m)

Figura 24 — Estimativas do EKF para PI com 10 s de rastreio

A Figura 24 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 10 s,
que resultou em uma Elipse x2 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%) de

cerca de 140 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 58,66 m.
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Figura 25 — Estimativas do EKF para PI com 8s de rastreio

A Figura 25 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 8 s, que
resultou em uma Elipse x2 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%) de
cerca de 175 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 75,74 m.
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Figura 26 — Estimativas do EKF para PI com 6 s de rastreio

A Figura 26 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 6 s, que

resultou em uma Elipse x2 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%) de
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cerca de 220 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 100,87 m.
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Figura 27 — Estimativas do EKF para PI com 4s de rastreio

A Figura 27 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de 4 s, que
resultou em uma Elipse x3 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%) de
cerca de 250 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 129,83 m.
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Figura 28 — Estimativas do EKF para PI com 2s de rastreio

Por fim, a Figura 28 mostra o desempenho simulado com um tempo de rastreio de
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2 s, que resultou em uma Elipse x3 (99%) contendo o PIy e um Circulo de Alerta x3 (99%)

de cerca de 290 m de didmetro, com o raio do TLE a 85% sendo de cerca de 136,9 m.

As simulagoes das estimativas com intervalo de rastreio de 12 s ou menos, mostraram
que o circulo do TLE a 85% comeca a apresentar uma parte de sua drea fora do Circulo
de Alerta x2 (99%). Isso indica que, nesses intervalos de tempo de rastreio mais curtos, a
precisao na localizacao do alvo fornecida pelo TLE é reduzida, resultando em uma maior

area de incerteza que ultrapassa os limites estabelecidos pelo Circulo de Alerta.

E importante salientar que a precisao do algoritmo é influenciada nao somente pelo
tempo de rastreamento de maneira direta, mas também pela extensao da trajetéria futura
que necessita ser estimada. Quanto mais distante o ponto de rastreamento estiver do final

da trajetoria, maior serd o erro de predicao acumulado.

A Figura 29 sintetiza dois parametros relevantes dos resultados ao longo dos
diferentes intervalos de rastreamento. A parte superior da figura ilustra a dispersao das
estimativas. A linha azul mostra o desvio do erro entre o ponto de impacto verdadeiro e
o estimado, enquanto a linha vermelha representa o erro entre o centro das elipses e os
pontos estimados. Ambas as medidas indicam uma diminuicao significativa na dispersao
das estimativas a medida que o intervalo de rastreamento aumenta, ou, analogamente,

quando o nimero de amostras ¢ maior.

No grafico inferior da mesma imagem, observa-se que o RMSE (Root Mean Square
Error) para os intervalos de rastreamento diminui conforme esperado, a medida que mais
informagoes sao obtidas pelas medi¢oes, resultando em melhores estimativas do ponto
de impacto. Nos intervalos de 2 e 4 segundos, nota-se erros similares para a curva azul,
em contraste com os demais intervalos, onde se percebe uma tendéncia descendente mais

acentuada no erro a medida que o nimero de amostras aumenta.
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Figura 29 — Dispersao (o) e RMSE das estimativas de PI para o EKF

5.1.2 Medidas Reais

Nesta subsec¢ao, apresentamos um estudo das simulagoes realizadas utilizando
medidas de radar e o Filtro de Kalman Estendido em contextos praticos, especificamente
aplicados a dois disparos de projéteis de calibres diferentes. O objetivo dessas simulagoes
foi replicar condi¢oes semelhantes as encontradas em trajetorias reais, permitindo uma

avaliacdo mais precisa da eficacia do EKF em cenarios realistas.

Para quantificar o erro de estimacgao nas simulagoes, introduzimos um vetor de
erro. Este vetor nao s6 mensura a magnitude do erro de estimacao, mas também serve
como um componente critico na analise da precisdo do EKF. O moédulo deste vetor de erro
¢é utilizado como uma métrica para avaliar o desempenho do filtro nas diferentes condigoes

simuladas.

A matriz de covaridncia R(k), vinculada aos erros de medigao e & transformagao
de coordenadas de azimute, elevacao e distancia (AER) para ENU, é calculada utilizando

a linearizagao de primeira ordem das medigoes de radar, conforme delineado por [48].

Além disso, para uma representacao visual intuitiva do erro, sdo mostrados de
forma grafica os circulos com raios correspondentes ao modulo do vetor de erro. Esta
abordagem permite uma compreensao visual imediata da precisao das estimativas do EKF,

facilitando a analise comparativa entre os diferentes tiros e condi¢es simuladas.

As simulagoes e andlises subsequentes visam nao apenas testar a robustez do EKF

em situagoes praticas, mas também oferecer informagdes importantes sobre as limitagoes
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e potenciais melhorias na técnica de estimacao de ponto de impacto para projéteis de
morteiro. As tabelas seguintes oferecem um panorama das caracteristicas dos disparos
registrados pelo radar. Elas incluem as posi¢oes da lancadora e do radar, indicadas por

latitude ® e longitude A, juntamente com as respectivas altitudes.

Tabela 3 — Tabela de informagdes do Tiro Py

Tiro com projétil P,
Projétil Morteiro 120 mm
Elevagao do Tiro 45°
Azimute do Tiro 250°
Posicao da Langadora d :-23.049178°, X : -43.633345°, Altitude: 0,9 m
Posicao do Radar d : -23.049319°, A : -43.633182°, Altitude 5,1 m
Tempo de Lancamento (Top) | 14:47:36.543342

Tabela 4 — Tabela de informagdes do Tiro Ps

Tiro com projétil Py
Projétil Morteiro 81 mm
Elevacao do Tiro 45°
Azimute do Tiro 260°
Posicao da Lancadora ® :-23.049181°, A : -43.633323°, Altitude: 2,5 m
Posicao do Radar D : -23.049118°, A : -43.632974°, Altitude 3,9 m
Tempo de Lancamento (Top) | 16:56:54.303807

Neste estudo, procederemos com a analise dos resultados conforme os intervalos
de rastreamento, seguindo uma ordem crescente de 2 a 14 segundos. Esta abordagem
permitirda uma avaliacao detalhada por tempo para os projéteis distintos, identificados
como P; e P,. Ao examinar as estimativas para cada intervalo de tempo especificado,
nosso foco serd entender como as caracteristicas tunicas de cada projétil influenciam a
precisao das estimativas. Essa andlise comparativa nos da conhecimentos sobre a variacao
das estimativas em funcao das diferencas intrinsecas entre os dois tipos de projéteis,
proporcionando uma compreensao mais aprofundada da dindmica de rastreamento em

diferentes cenarios temporais.
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Figura 30 — Estimativas do EKF para PI com 2s de rastreio (Py).
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Figura 31 — Estimativas do EKF para PI com 2s de rastreio (P5)

As Figuras 30 e 31 ilustram o cenario mais extremo que simulamos, com um periodo

de rastreamento de apenas 2 segundos. Neste cenario, o projétil Py registrou um

erro significativamente maior, atingindo 241,07 metros, em compara¢ao com o

erro de 156,12 metros do projétil Py. Isso representa uma diferenca percentual de

aproximadamente 54,41% a mais no erro do projétil P; em relacao ao P,. Esses

resultados, em um intervalo de tempo curto, destacam as variagoes na precisao do

rastreamento em funcdo das caracteristicas especificas de cada tipo de projétil, como

seu calibre, massa e formato.
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II. Estimativas P, e P, para 4 s
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Figura 32 — Estimativas do EKF para PI com 4s de rastreio (Py).
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Figura 33 — Estimativas do EKF para PI com 4s de rastreio (P3).
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As Figuras 32 e 33 representam o cenario de rastreamento com duragao de 4 segundos.

Neste contexto, o projétil P; apresentou um erro maior, de 180,84 metros, em

comparagao com o erro de 159,45 metros do projétil Ps. Isso equivale a uma diferenca

percentual de aproximadamente 13,41% a mais no erro do projétil P; em relacao

ao P,. Estes resultados indicam uma variacao na precisao do rastreamento entre os

dois projéteis, mesmo em um intervalo de tempo moderado como 4 segundos.
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III. Estimativas P, e P, para 6 s
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Figura 34 — Estimativas do EKF para PI com 6s de rastreio (Py).
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Figura 35 — Estimativas do EKF para PI com 6s de rastreio (P3).
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As Figuras 34 e 35 representam o cenario de rastreamento de 6 segundos. Neste

cenario, o projétil P; apresentou um erro menor, de 121,95 metros, em comparagao

com o erro de 140,43 metros do projétil Ps. Isso representa uma diferenca percentual

de aproximadamente 15,15% a menos no erro do projétil P; em relagdo ao P,. Esses

resultados demonstram uma inversao na tendéncia observada nos intervalos de tempo

mais curtos, com o projétil P; apresentando maior precisao no cenario de 6 segundos.
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IV. Estimativas P, e P, para 8 s
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Figura 36 — Estimativas do EKF para PI
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Figura 37 — Estimativas do EKF para PI com 8s de rastreio (P3).
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As Figuras 36 e 37 representam o cenario de rastreamento de 8 segundos. Neste

cenario, o projétil P; apresentou um erro maior, de 121,5 metros, em comparacao

com o erro de 99,62 metros do projétil Py. Isso resulta em uma diferenca percentual

de aproximadamente 21,96% a mais no erro do projétil P; em relagao ao Ps. Esses

resultados indicam uma variacao na precisao do rastreamento entre os dois projéteis

em um intervalo de tempo mais longo.
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V. Estimativas P, e P, para 10 s
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Figura 38 — Estimativas do EKF para PI com 10 s de rastreio (Py).
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Figura 39 — Estimativas do EKF para PI com 10s de rastreio (P3).

As Figuras 38 e 39 representam o cenario de rastreamento de 10 segundos. Neste
cenario, o projétil P; apresentou um erro ligeiramente menor, de 94,56 metros, em
comparacao com o erro de 95,84 metros do projétil P,. Isso resulta em uma diferenca
percentual de aproximadamente 1,35% a menos no erro do projétil P; em relagdo ao
P5. Esses resultados mostram uma diferenca minima na precisao do rastreamento

entre os dois projéteis em um intervalo de tempo mais extenso.



Capitulo 5. Andlise de Resultados

100

VI. Estimativas P, e P, para 12 s
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Figura 40 — Estimativas do EKF para PI com 12s de rastreio (Py).
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Figura 41 — Estimativas do EKF para PI com 12s de rastreio (P3).
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As Figuras 40 e 41 representam o cenario de rastreamento de 12 segundos. Neste

cenario, o projétil P; apresentou um erro menor, de 69,98 metros, em comparacao

com o erro de 76,56 metros do projétil Ps. Isso resulta em uma diferenga percentual

de aproximadamente 9,40% a menos no erro do projétil P; em relacdo ao P,y. Estes

resultados indicam uma melhoria na precisao do rastreamento para o projétil P; em

um intervalo de tempo mais longo.
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VII. Estimativas P, e P, para 14 s
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Figura 42 — Estimativas do EKF para PI com 14s de rastreio (Py).
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Figura 43 — Estimativas do EKF para PI com 14s de rastreio (P3).

As Figuras 42 e 43 representam o cenario de rastreamento de 14 segundos. Neste
cenario, o projétil P; apresentou um erro maior, de 77,98 metros, em comparacao
com o erro de 71,01 metros do projétil P,. Isso resulta em uma diferenga percentual
de aproximadamente 9,82% a mais no erro do projétil P; em relacdo aoP,. Esses
resultados indicam uma variagao na precisao do rastreamento entre os dois projéteis

neste intervalo de tempo mais extenso.
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Figura 44 — RMSE das estimativas de PI para o EKF com medidas radar

Na Figura 44, é apresentado o Erro Quadréatico Médio (RMSE) das estimativas ao
longo do rastreamento do projétil. Conforme esperado, observa-se uma reducao no
erro de estimativa a medida que mais dados sao coletados. A diferenca mais notavel
é vista no intervalo das simulagoes de 2 segundos, onde o projétil P; apresenta um
erro significativamente maior em comparagao com o P,. A relagao sinal-ruido (SNR)
das medidas de P; e P, sao fornecidas pelo STREV, sendo que P; apresenta uma
SNR média menor que P,. A SNR mais baixa implica que, para um dado nivel de

sinal, ha mais ruido nas medidas de P; do que em P».

No contexto da analise realizada entre P; e P, utilizando o EKF, ocorrem variacoes
nos padroes de erro entre essas duas trajetérias. Conforme destacado na Figura 44, em
determinados momentos, houve uma inversao comparativa nos erros, onde um ultrapassou
o outro em magnitude. Como hipétese plausivel que pode explicar este fendomeno é a
diferenca nas trajetorias rastreadas, especialmente em relacao ao apogeu. O apogeu, sendo
o ponto mais alto da trajetoria, representa um momento critico no qual fatores dinamicos
interagem. A passagem ou nao por este ponto pode resultar em diferentes comportamentos

dindmicos, o que consequentemente afeta a precisao do rastreamento realizado pelo EKF.

Quando a trajetoria passa pelo apogeu, as condi¢oes dinamicas mudam rapidamente,
o que pode temporariamente desafiar as suposicoes do EKF, especialmente se a linearizagao
nao capturar adequadamente a complexidade do sistema nesse ponto. Isso pode resultar

em um aumento temporario dos erros de estimativa para a trajetéria que ultrapassa o
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apogeu, comparado a trajetoria que ainda nao passou pelo ponto de altitude maxima.

A andlise do coeficiente de arrasto (Cq) de projéteis de morteiro requer a consi-
deragao de varios fatores, como a forma do projétil, sua velocidade e a densidade do ar.
No caso dos morteiros de calibres 120mm (P;) e 81lmm (P3) estudados, foram estimados
os coeficientes de arrasto por meio do EKF, considerando todas as medidas disponiveis,
observa-se que o maior calibre de P; resulta em um Cjy inicialmente mais elevado. Esta
tendéncia é consistente com a maior resisténcia ao ar enfrentada por projéteis maiores,
especialmente a medida que a velocidade aumenta. Durante a trajetéria, o Cy de ambos
os projéteis diminui no apice, onde a velocidade ¢ menor, e aumenta novamente a medida
que aceleram na descida. O Cyq menor estimado para P, reflete a menor resisténcia do ar

devido ao seu tamanho reduzido.
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Figura 45 — Estimativas de Cy4 fornecidas pelo EKF com as medidas do radar (P e P3)

5.2 Resultados para Pl e PL: Estimador ML

Nesta secao, apresentam-se os resultados obtidos com o uso do Estimador de
Maéxima Verossimilhanca para os pontos de impacto e lancamento. Além disso, aborda-se
a resolucao do problema de Maxima Verossimilhanga utilizando dois métodos: Algoritmos
Genéticos, conforme discutido na Secao 3.4.3.1, e o Algoritmo de Levenberg-Marquardt,
conforme exposto na Secao 3.4.3.2. Esta analise é crucial para avaliar a eficadcia dessas
técnicas computacionais na otimizacao e precisao das estimativas. Retornando ao problema
de otimizagao expresso pela Equagdo (3.30), concentra-se na solugdo para encontrar o

minimo da fungdo custo, conforme descrito pela Equagao (3.31).
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5.2.1 Solucdo por Algoritmos Genéticos

Nas simulagoes realizadas, em um primeiro cenario, observou-se um alto custo
computacional devido a limitada informacao disponivel, o que ampliou o espago de busca
do algoritmo genético (AG). A Figura abaixo mostra o desempenho do AG neste primeiro
cenario, sem as informacoes do EKF. Nesta simulagao foi utilizada uma populacao de
100 individuos/solugbes candidatas, cada um representando uma possivel solu¢ao para o
problema, com uma geragao maxima de 50 para a evolugao dessas solugdes. O tempo de
processamento foi de 34,15 segundos e a simulagao se encerrou devido ao limite estabelecido

para a geracao, alcancando uma funcao custo de aproximadamente 3,7x 1073,
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Figura 46 — Desempenho AG - cenario .

Buscando contornar o alto custo computacional e melhorar as estimativas, realiza-
mos novas simulagoes empregando estimativas iniciais fornecidas pelo Filtro de Kalman. No
cenario II, configuramos o Algoritmo Genético (AG) utilizando dados iniciais das componen-
tes de velocidade obtidos logo apds a deteccao pelo EKF. Esses valores foram estabelecidos
como limites inferiores para os parametros de velocidade inicial vy = [v,0 vy0 vzo]T. Adi-
cionalmente, restringimos os limites do parametro de arrasto com base nas estimativas
fornecidas pelo EKF. Considerando que o parametro de arrasto no AG é denotado por
2ac(7) e a estimativa do EKF é C, impoe-se a restricio Cf), — 6C% < zag(7) < Cf +0C5,
onde 5@1’5 denota uma margem estabelecida dentro de um intervalo especificado para o

funcionamento do algoritmo.

A Figura 47 mostra o valor da funcao custo ao longo das geragoes, limitadas a 50.
Mesmo com essa alteragdo, o tempo de processamento foi de 33,86 segundos e a simulacao

também se encerrou devido ao limite estabelecido para a geracao, alcancando uma funcao
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custo de aproximadamente 1,2x 1073,
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Figura 47 — Desempenho AG - cendrio II.

Embora o Algoritmo Genético seja uma ferramenta poderosa na busca pela solucao
otima em problemas de otimizacao, sua aplicacao pratica na estimativa de pontos de
impacto e lancamento revelou uma necessidade significativa de tempo para convergir ao
minimo da funcao custo, caracteristica que foi mencionada como possivel ao fim da Segao

3.4.3.1.

Essa caracteristica motivou a busca por métodos alternativos que pudessem oferecer
solucoes mais rapidas e com menores erros sem recorrer a recursos computacionais de
maior desempenho (despendiosos e de mais dificil emprego operacional). Nesse contexto, o
Algoritmo de Levenberg-Marquardt pode ser uma escolha promissora. Sua capacidade de
oferecer resultados mais rapidos e precisos o tornou uma alternativa viavel e eficaz para a

aplicacao em questao.

5.2.2 Solucdo por Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Nesta secao, apresentaremos os resultados obtidos utilizando o Algoritmo de
Levenberg-Marquardt (LM) aplicado a um cenério especifico de estimagao. Nosso foco
principal serd comparar as estimativas do Ponto de Impacto (PI) geradas pelo LM com
aquelas fornecidas pelo Filtro de Kalman Extendido (EKF). Esta comparagio visa destacar
as diferencas em precisao e eficiéncia entre os dois métodos. Em seguida, exploraremos as
estimativas de ponto de lancamento proporcionadas pelo LM, oferecendo uma visao abran-

gente da sua aplicabilidade e eficacia em diferentes aspectos da estimacao de trajetoria.
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Estes resultados nos permitirdo avaliar a viabilidade do LM como uma ferramenta robusta

para problemas de estimagao em contextos praticos.

Diferentemente do AG, o Algoritmo de LM requer uma condicao inicial para iniciar
a busca pelo minimo global. Neste contexto, adotamos a mesma estratégia usada para
o AG, utilizando as componentes de velocidade do vetor de estados e o parametro de
arrasto como informagoes a priori fornecidas pelo EKF. Para as componentes da posi¢ao
inicial pg = [%o, Yo, 20, utilizamos uma aproximacao inicial menos precisa, baseada em
uma estimativa linear no plano xy (com eixo z = 0), ligando o primeiro ponto de detecgao

do alvo.

Apoés algumas simulagdes, percebeu-se a necessidade de mais amostras das medidas
de posicao filtradas pelo EKF para aprimorar a precisao dessa reta. Utilizamos, entao,
uma diferenca de dois pontos para definir a direcao da reta. A equacao da reta em trés

dimensoes e parametrizada pode ser expressa como:

r(t) = po +td (5.1)

onde r(t) representa a posicao no espago em fun¢ao do parametro ¢, pp é o ponto
inicial (ponto de langamento estimado inicialmente), e d é o vetor diregdo, obtido a partir

da diferenca entre as posigoes filtradas subsequentes pelo EKF.

Importante notar que o uso do EKF durante o rastreamento fornece informacoes
iniciais cruciais para o sucesso do ML. O método que conduz ao alto desempenho do ML
é, na realidade, uma combinacdo de EKF e ML, onde o EKF contribui na fase inicial,
aprimorando a trajetéria e fornecendo parametros essenciais, como o coeficiente de arrasto
inicial para o processo de otimizagao. Isso indica que a eficacia do ML em estimativas

precisas ¢ potencializada pela contribuicao inicial do EKF.

Nesta secao final, apresentaremos os resultados de dados simulados das analises
das estimativas realizadas pelo método de Levenberg-Marquardt, comparando-os com os
resultados obtidos pelo Filtro de Kalman Estendido. Durante as simula¢des consideramos
um ensemble de 50 rodadas independentes. Especificamente, focaremos em quatro intervalos
de rastreamento distintos: 8, 6, 4 e 2 segundos, respectivamente. Inicialmente, exibiremos
imagens das trajetorias para cada um desses intervalos, proporcionando uma compreensao
visual clara das diferencgas nas estimativas geradas em cada caso. Em seguida, detalharemos
os pontos de impacto estimados, seguidos pelas estimativas dos pontos de lancamento
obtidas pelo método de Maxima Verossimilhanca. Este conjunto de resultados nos permitira

avaliar a eficacia e a precisao do método de Levenberg-Marquardt para o caso avaliado.
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Figura 48 — Trajetérias com intervalo de rastreamento de 8 s.
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Na Figura 48, ¢ apresentado o rastreamento de um projétil ao longo de 8 segundos.

A figura destaca pontos chave para entender o problema. O rastreamento comega no ponto

preto, onde o projétil é inicialmente detectado. As medigoes do radar, cuja escala temporal

esta indicada a direita, sdo observaveis ao longo do intervalo. Apds 8 segundos, a deteccao

se encerra. Para resolver o problema de PL, comegamos com uma estimativa inicial menos

precisa deste ponto, aplicando a Equacao 5.1. Esta estimativa inicial é entao refinada pelo

algoritmo de Levenberg-Marquardt para minimizar a fungao custo.

Consequentemente, a imagem permite observar a trajetoria real simulada do projétil,

sua extrapolacao antes das medi¢oes para estimar o ponto de langamento e a extrapolacao

posterior para estimar o ponto de impacto utilizando tanto o Filtro de Kalman Estendido

quanto o estimador de Maxima Verossimilhanca.
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A Figura 49 representa as mesmas caracteristicas mencionadas acima, com a

ressalva de que o intervalo correspondente ao rastreio é de 6 segundos. Diferentemente

da imagem anterior, a reduc¢ao do intervalo de tempo em 2 segundos ja apresenta uma

trajetoria extrapolada para estimagao de PI, pelo EKF, ligeiramente desalinhada com a

trajetoria real do projétil.
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Na Figura 50, correspondente ao rastreamento de 4 segundos, nota-se um aumento
gradativo no erro de estimacgao com a reducao do intervalo de rastreamento. Ja na Figura
51, que apresenta um rastreamento de apenas 2 segundos, fica evidente que tal reducao
intensifica significativamente o erro na estimativa do ponto de impacto pelo EKF. A
extrapolagao retroativa feita pelo estimador ML nao parece sofrer tamanha degradacao
nos resultados, tanto para as estimativas de ponto de lancamento quanto para o PI. As
figuras subsequentes detalham mais essas simulagoes, revelando resultados notéveis para a

estimacao neste trabalho.
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Figura 51 — Trajetérias com intervalo de rastreamento de 2 s.

Utilizando simulagoes de Monte Carlo, as estimativas do ponto de impacto e do
ponto de lancamento apresentadas nas figuras anteriores foram realizadas para os mesmos

intervalos de rastreamento de 8, 6, 4 e 2 segundos.

A. Estimativas de PI para 8 segundos: Para o intervalo de rastreamento de 8
segundos, a Figura 52 mostra as estimativas correspondentes. Na primeira imagem,
a estimacao do PI pelo EKF resultou em um TLE de 27,07 metros e um circulo
de alerta (x3 a 99%) com um raio aproximado de 47,5 metros. Por outro lado,
a estimacao de PI realizada pelo estimador ML apresentou um TLE de 0,69 m
e um circulo de alerta de 1,25 m. A terceira ilustragao da figura apresenta uma
comparacao entre os dois métodos de estimagao. O contraste no erro de estimagao é
tao significativo que as areas de confianca, indicadas pela elipse e pelo circulo de

alerta, tornam-se extremamente reduzidas, assemelhando-se a um ponto.
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Figura 52 — Estimacao de PI para intervalo de rastreamento de 8 s.

B. Estimativas de PI para 6 segundos: No cenario de 6 segundos, as estimativas

sao demonstradas pela Figura 53. Na primeira imagem, a aplicagao do EKF para

estimar o PI resultou em um TLE de 39,83 metros, além de um circulo de alerta

(x2 2 99%) com raio de cerca de 70 metros, niimeros superiores aos da estimativa

de 8 segundos, como previsto. Por outro lado, a estimativa do PI pelo método ML

registrou um TLE de 0,66 metros e um circulo de alerta de 1,25 metros, valores

que se mostraram praticamente idénticos aos obtidos na estimativa precedente de 8

segundos.
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Figura 53 — Estimacao de PI para intervalo de rastreamento de 6 s.

C. Estimativas de PI para 4 segundos: No intervalo de 4 segundos, foi observado

por meio da Figura 54 que o EKF apresentou TLE significativamente elevado de

136,76 metros, um erro aproximadamente 340% maior do que a estimativa para 6

segundos para a estimativa do PI. O circulo de alerta correspondente (x3 a 99%)

tem um raio de 185 metros. No entanto, a estimativa do PI feita pelo método ML

novamente mostra um TLE muito reduzido, de apenas 0,68 metros, e um circulo de

alerta de aproximadamente 1,3 metros, valores bastante similares aos das estimativas

anteriores de 8 e 6 segundos.
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Figura 54 — Estimagao de PI para intervalo de rastreamento de 4 s.

D. Estimativas de PI para 2 segundos: Finalmente, para o intervalo mais breve
de 2 segundos, os resultados da Figura 55 mostram as estimativas encontradas.
Neste caso, o Filtro de Kalman Estendido indicou um TLE para a estimativa do PI
extremamente alto, chegando a 848,78 metros. O circulo de alerta relacionado (3
a 99%) apresenta um raio muito alto, no valor de 3750 metros. Por outro lado, a
estimativa do PI pelo método ML manteve um TLE muito reduzido, de somente
0,67 metros. Contudo, ao contrario das estimativas anteriores do estimador ML, o
circulo de alerta desta vez aumentou para cerca de 45 metros, evidenciando o inicio

de uma maior dispersao em alguns pontos das estimativas.

O desempenho do estimador ML contrasta com o do Filtro de Kalman Estendido
(EKF). O fato fica evidenciado principalmente pelas Figuras 52 a 55, onde o TLE a

85% mantém-se estavel mesmo com variagoes no tempo de rastreio.

Para melhorar a instabilidade no algoritmo de Levenberg-Marquardt, algumas estra-
tégias incluem ajustar o parametro de amortecimento, escolher cuidadosamente o
ponto inicial, implementar critérios de parada robustos, limitar o tamanho do passo,

realizar andlise de sensibilidade e monitorar os gradientes [43].
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Figura 55 — Estimacao de PI para intervalo de rastreamento de 2 s.

Os resultados obtidos reforcam a importancia dos métodos de estimacao estudados:
o Filtro de Kalman Extendido e o Estimador de Maxima Verossimilhanga. Como
esperado, o EKF mostrou maior eficiéncia quando operado com medidas que servem
como feedback para retroalimentar o filtro, sempre buscando ponderar as estimativas
entre o modelo e as observacgoes. Nas simulagoes realizadas, em que o projétil alcangou
aproximadamente 2800m, observamos um limite para o TLE de cerca de 136m para
um intervalo de rastreamento de 4 segundos e de 848m para um intervalo de 2
segundos. Conforme indicado em uma das referéncias do trabalho [54], erros de cerca
de 10% do alcance do projétil sdo considerados aceitaveis para aplicagoes praticas.
Portanto, para intervalos de rastreamento de 4 segundos ou mais, o EKF forneceu

estimativas alinhadas com esta premissa.

Por outro lado, o Estimador ML demonstrou alta precisao, especialmente quando
operado em conjunto com o EKF. As estimativas de PI obtidas ficaram abaixo de
1m em todos os cenarios, exceto no intervalo de rastreamento mais desafiador de 2
segundos, onde ainda mantiveram boa precisao, embora tenham apresentado alguma
instabilidade na operacao do algoritmo de Levenberg-Marquardt, como mostra a
Figura 55 . Estes resultados destacam a viabilidade e eficacia desses métodos de
estimacao em contextos praticos, abrindo caminho para aplica¢cbes mais precisas e

confidveis em estimacoes de trajetérias de projéteis.
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Apobs apresentar as estimativas obtidas para PI através do Filtro de Kalman Estendido
e estimador ML, foca-se agora nos resultados alcancados pelo método de Maxima
Verossimilhanga para a estimativa do ponto de langamento. Estes resultados foram
obtidos sob os mesmos cendrios temporais de rastreamento, especificamente 8, 6,
4 e 2 segundos, permitindo uma comparacao direta e detalhada com os resultados

previamente discutidos.

E. Estimativas de PL para 8 segundos:

Inicialmente, considerando o intervalo de rastreamento de 8 segundos, o método de
Maéaxima Verossimilhanca mais uma vez revelou um erro reduzido. Neste cenario,
para a estimativa do ponto de langamento, registrou-se um valor de TLE de apenas
1,69 metros. Além disso, o circulo de alerta exibiu um raio de aproximadamente 3,1

metros, conforme figura a seguir.
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Figura 56 — Estimativa PL - Intervalo de rastreamento de 8 s.

F. Estimativas de PL para 6 segundos:

No intervalo de rastreamento de 6 segundos, o método de Maxima Verossimilhanca
mais uma vez evidenciou um erro pequeno como pode ser observado na Figura 57.
Para o ponto de lancamento, o valor de TLE observado foi de 1,73 metros e o circulo

de alerta exibiu um raio aproximado de 3,35 metros.
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Figura 57 — Estimativa PL - Intervalo de rastreamento de 6 s.

G. Estimativas de PL para 4 segundos:

Durante o periodo de rastreamento de 4 segundos, o método de Méaxima Verossimi-

lhanca continuou a demonstrar um erro reduzido. No caso, o valor de TLE registrado

foi de 1,82 metros para o ponto de lancamento, enquanto o raio do circulo de alerta

foi de aproximadamente 3,25 metros.
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Figura 58 — Estimativa PL - Intervalo de rastreamento de 4 s.

H. Estimativas de PL para 2 segundos:

Por 1ultimo, no intervalo de rastreamento de 2 segundos, o método de estimador

ML demonstrou um erro pequeno, neste caso para o PL obtivemos um valor de

TLE de 2,09 metros. Por outro lado, ao contrario das estimativas anteriores do

estimador ML aplicado a estimacao de PL, o circulo de alerta desta vez aumentou

para cerca de 165 metros, evidenciando também o inicio de uma maior dispersao
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em alguns pontos das estimativas. E importante ressaltar que um comportamento
atipico também foi observado neste rastreamento de 2 segundos. Duas estimativas
se desviaram significativamente, resultando em um aumento consideravel da Elipse
de 99%. Contudo, assim como no PI, o TLE 85% apresentou-se correto e com

desempenho notavel, ficando bem abaixo do requisito especificado na Tabela 1.
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Figura 59 — Estimativa PL - Intervalo de rastreamento de 2 s.

Os resultados obtidos com o Algoritmo de Levenberg-Marquardt para a estimagao do
ponto de lancamento, conforme Figuras 56 a 59, demonstraram um excelente desempenho,
confirmando sua eficicia esperada para as simulacoes realizadas. E importante destacar,
no entanto, que o método utilizado para inicializar o ponto pg = [z, Yo, 20] pode nao ser
suficiente em situacoes onde a deteccao ocorre a uma altitude mais elevada. Nesses casos,
a estimativa inicial baseada em métodos lineares pode desviar significativamente do valor
real, resultando em instabilidades na solugao devido a uma ma inicializagao. Para essas
situagoes, fungoes quadraticas e um modelo de voo balistico simplificado podem ser mais

adequados [2].

Por fim, é importante observar que o método de Levenberg-Marquardt empregado
nestes resultados pressupde o conhecimento prévio do tempo de disparo do projétil para
realizar a sincronizagao entre as medidas e o modelos e calcular a funcao custo. Essa
informacdo nem sempre esta disponivel em aplicagoes praticas, o que pode limitar a
aplicabilidade do método em certos cenarios. A reformulac¢ao do problema considerando
esse tempo como uma variavel a mais na otimizacao pode ser importante para resolugao
do problema de forma mais abrangente. Assim, a escolha da estratégia de inicializacao
e a consideracao das limitacoes praticas sao fundamentais para a aplicacao efetiva do

algoritmo.



Capitulo 5. Andlise de Resultados 117

5.3 Analise Comparativa dos Tempos de Processamento: EKF e
Estimador ML

Foi realizada uma andlise comparativa entre os algoritmos para o processamento
de sinais e estimagdo das trajetorias envolvendo o EKF e o Estimador de Méxima Ve-
rossimilhanca. Essa comparagao centra-se primordialmente no desempenho do tempo de
processamento de cada método, sendo um fator importante para aplicacoes em tempo
real onde a eficiéncia de processamento é essencial. A Tabela 5 apresenta os tempos de
execucao medidos para ambos os algoritmos. Estes tempos foram contabilizados a partir
do momento que se inicia os dois métodos, apods a leitura dos dados medidos, ou seja, dado

os respectivos intervalos de rastreamento.

Tabela 5 — Tempos de execucao para o EKF e Estimador ML

Algoritmo Tempo de Execucgao (s)
2s 4s 6s 8s
Filtro de Kalman Estendido | 0,2345 | 0,2265 | 0,2312 | 0,2280
Estimador ML 0,3822 | 0,1918 | 0,1931 | 0,1912

A anélise dos tempos de execucao, conforme apresentada acima, mostra o de-
sempenho dos algoritmos do EKF e Estimador ML em diferentes intervalos de rastreio.
Notavelmente, o Estimador ML exibe um tempo de processamento significativamente
mais elevado no menor intervalo de rastreio, 2s, com um valor de 0,3822 segundos. Este
aumento pode ser atribuido ao processo de otimizacao intensivo exigido pelo Estimador ML.
Especificamente, em intervalos menores, como o de 2 segundos, a busca pelo minimo global
envolve um conjunto de dados relativamente limitado, o que potencialmente intensifica a

complexidade computacional do processo de otimizagao.

Por outro lado, o EKF mantém tempos de processamento relativamente estaveis
ao longo de todos os intervalos de rastreio. Isso sugere uma robustez no desempenho do
EKF, independentemente da quantidade de dados processados em cada intervalo. Tal
caracteristica pode ser vantajosa em aplicagoes que demandam confiabilidade e consisténcia

temporal, especialmente em cenarios de rastreio em tempo real.

Portanto, a escolha entre o Filtro de Kalman Estendido e o Estimador ML deve
considerar nao apenas a precisao desejada, mas também as demandas de tempo de

processamento e a natureza dos dados disponiveis para cada intervalo especifico de rastreio.
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Neste estudo, voltado para a estimacgao de trajetérias balisticas em radares de
contrabateria, investigamos e aprofundamos a compreensao na teoria de estimacao envol-
vendo os pontos de impacto e lancamento de projéteis balisticos. O trabalho contribuiu
para o esclarecimento das técnicas que podem ser aplicadas na solugao dos problemas de
estimativa de PL e PI. A criacao e avaliacdo de um modelo especifico que integra essas
técnicas demonstraram a utilidade pratica desses métodos, com potencial para aplicagoes

com requisitos de precisao e eficiéncia operacional, como as exigidas pelos SRCB.

Os resultados indicam que ambos os estimadores, EKF e ML, funcionam conforme
suas caracteristicas intrinsecas. No entanto, o EKF apresenta limitacoes relacionadas a
necessidade de medidas para operacao recursiva, sendo o nimero de amostras. Um aspecto
critico do filtro é a diminui¢ao da precisao ao longo do tempo, agravada a medida que
o ponto de trajetoria previsto se distancia do momento da tultima medicao disponivel
no rastreamento. Esta degradagao na qualidade da previsao ocorre especialmente em

intervalos maiores desde a ultima medida do radar.

Foram examinados e foi possivel contrastar diferentes métodos de modelagem para
o parametro de arrasto, identificando qual abordagem proporciona a estimativa mais

precisa para aprimorar a acuracia na determinacao das trajetérias.

E essencial destacar a eficicia do estimador ML, que se mostrou notavelmente
eficiente mesmo com um tempo limitado de rastreamento. E importante também enfatizar
que o desempenho superior do ML foi potencializado pela utilizacdo do EKF nas fases
iniciais. O filtro ndo apenas aprimorou a trajetéria durante o rastreamento, mas também
forneceu parametros fundamentais, como o valor inicial para o coeficiente de arrasto,
essenciais para o método combinado de EKF e ML. Portanto, a excelente performance do

ML é um resultado direto dessa integracao entre EKF e ML.

Por sua vez, o estimador ML, apesar de fornecer resultados excelentes, requer
investigacoes adicionais para estimativas eficazes do ponto de lan¢camento, principalmente
quando o momento do disparo é desconhecido. H4 um potencial de melhoria, portanto,
a espera de investigacoes posteriores para abordar o problema de sincronismo entre as

medidas do radar e o modelo matematico empregado.

6.1 Contribuicoes para o Campo da Balistica e Sistemas de Radar

Como contribuigdes podemos destacar a analise das estimativas realizadas utilizando

dois estimadores distintos, comparando os resultados com os requisitos técnicos do Sistema
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de Radar Contrabateria (SRCB) do Exército Brasileiro. Tal anélise proporcionou um
entendimento mais profundo sobre a aplicabilidade pratica e a importancia dos requisitos de
projeto em situacoes reais. Isso nos ofereceu uma visdo mais precisa sobre quais requisitos

sao viaveis e quais podem nao estar alinhados com os resultados observados.

A implementagao das medigoes do radar de banda C do sistema de rastreio STREV
ampliou significativamente a qualidade do estudo, estabelecendo uma ligacao direta com
condi¢Oes operacionais reais. Isso possibilitou uma avaliacao mais precisa e fidedigna das
estimativas de ponto de impacto realizadas pelo Filtro de Kalman, alinhando os resultados

tedricos com aplicagoes praticas.

6.2 Recomendacdes e Direcoes Futuras para Pesquisa

Para futuras investigacoes, recomenda-se um estudo mais detalhado na modelagem
balistica de projéteis, expandindo o uso dos estimadores abordados neste trabalho a
modelos mais sofisticados, como os usados em foguetes e misseis balisticos. Nesse ambito,
fatores como as forcas de arrasto aerodinamico e gravitacional, além do empuxo do motor,
sao fundamentais. A trajetoria desses projéteis compreende uma fase ativa, enquanto o

motor estd em funcionamento, seguida pela fase balistica.

Avaliar modelos dindmicos mais complexos, incluindo a adogdao de abordagens
como o Modelo de Multiplas Interagoes (do inglés, Interacting Multiple Model - IMM)
para a previsao da trajetéria de projéteis em movimento, como, por exemplo, os misseis.
Este modelo integra diferentes métodos de estimacao, adaptados para diferentes fases do

movimento balistico [32] e [14].

Um desafio crucial na aplicacao do método de Levenberg-Marquardt para estimar o
ponto de langcamento de um projétil é a sincronizacao precisa entre as medidas e os modelos,
dependendo do conhecimento prévio do tempo de disparo. A falta dessa informacgao em
aplicagOes praticas limita a eficicia do método em certos cenéarios. Uma abordagem para
contornar essa limitacao envolve tratar o tempo de disparo como uma variavel adicional na
otimizacgao, permitindo que o algoritmo estime simultaneamente o ponto de lancamento e
o momento do disparo. Além disso, a exploracao de estratégias de inicializacao adaptativas
que possam lidar com a incerteza do tempo de disparo é fundamental. Para investigagoes
futuras, sugere-se a realizacao de experimentos com dados reais, alternando entre o uso
e a omissao da informacao do momento de disparo. Tal abordagem permitiria avaliar o
impacto dessa incerteza na precisao do algoritmo e explorar métodos para mitigar seus
efeitos, visando aprimorar a aplicabilidade do método em situacoes onde o tempo de

disparo nao ¢é conhecido a priori.

Investigar a aplicagdo do método de fusao de dados através do uso do estimador

ML para problemas de estimacao de PL e PI. Este método é aplicado para o rastreamento
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realizado por meio de miultiplos radares operando em conjunto para a reconstrucao de
trajetorias balisticas. A fusao de dados em radares de rastreamento, ao integrar informacoes
de multiplas fontes, aumenta a precisao das medigoes, reduzindo ruido e incertezas [2].
Esta técnica melhora a deteccao e a identificacao de alvos, oferece estimativas mais exatas
de trajetérias e assegura maior confiabilidade e cobertura, essencial para operacoes em

ambientes dindmicos [58] e [59].
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APENDICE A - LINEARIZACAO DA EQUACAO DE ESTADOS
EKF

A estrutura da matriz Jacobiana, conforme delineada na Equagao (4.28), é caracte-

rizada por:

o 0 o0 0 O
Je= | fu fio fas fu fis fis [ar (A'l)
Js1 fs2 fs3 fsa fss fse St
Jer Jfe2 Jfe3s Jfea Jes Jfes Jfer
i o Jro [z fra frs fre S |

O calculo dos elementos nao nulos de f, sao realizados conforme abaixo.

fu = gi o (Pai) ( ) (A.2)
fro = g;j 9 (Pai) ( ) (A.3)
fiz = gj Paa: ( ) (A.4)
fu = gi - ai(Pax) <P+xax> (A.5)
fis = gj = aay(Pm‘:) = m%]; (A.6)
fie = gi = (i(Pax’) = mg]: (A7)
fir = gi = aaa(Pa:i:) — 3P (A.8)
s = gi = gx(PO@) = (aaai + P?)i) (A.9)
for = gg = aay(Pay) =9 (J?;; + %) (A.10)

fs3 = Z?J(anrP) (A.11)
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Jsa = gi = ;(POZ?J) = 904805 (A.12)
fo5 = gz = %(Pay) =« <P + y%ﬁj) (A.13)
fs6 = gz = ?Joéaa]; (A.14)
fsr = gi =yP (A.15)
fa = gi - ;x(Paz —g) =32 (agi + PZi) (A.16)
fo2 = gz = <a2§ + P?Z) (A.17)
fos = gi =z (O‘aa]: - PZZ) (A.18)
foa = gz = z"ozaai (A.19)
fos = g; = z"ag]; (A.20)
fes = gz = Pa+ 204?9]; (A.21)
for = gi = zP (A.22)

Os elementos da linha 7 sdo nulos uma vez que sao considerados localmente

constantes.

A derivagao parcial de P em relacao a x y e z é dada por:

= T (—5peV) =~V (ol
1 1 (A.25)
= -5V [poe™"(=h)] = ShVplz) = —Ph

A derivagao parcial de P em relacdo a & 3 e 2 é dada por:

aP o ]. 8‘/ - ]. .92 .9 .2 71/2 .

p(2) & P
— = r—
2 /i-2 + y? + 22 VQ

De forma analoga temos que:

1

(A.26)
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oP P
— = A27
oP P
hubnl A2
0z V2 (A.28)
A matriz Jacobiana fica da seguinte forma:
(00 0 1 0 0
0o 0 0 1 0
00 0 0 0 1
Joe=10 0 fizs fu fis fi (A.29)
0 0 fszs fosa fo5 Jfro
0 0 fes Jfoa fe5 Joo
00 0 0 0 0
Considerando a matriz denominada de f,, como sendo:
Jiz Jaa fas fae Sar
Jo=1| fo3 fsa fs5 fo6 [sr (A.30)
Jes Jfea Jes Jee St
A forma final da matriz da Equagao (A.30) é
—taPh aoP <1 + (3)2> rya%
fo=| —gaPh  ijad  aP (1 + (3)2) (A.31)

—2aPh tiaL

L jrady aP (1 + (5’)2> P
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Para o calculo da matriz Jacobiana f,, é novamente aplicada a definicdo conforme

a Equagao (4.11). Neste caso, temos que a matriz é representada pela Equacao (4.13) e os

elementos da Equagdo (4.14) sao calculados abaixo:

Jas

Jaa

Jfas

s

Jaz

Js3

s

o5

6

f57

Jo3

f64

Jes

o 0[P
5= |
oz _ 0 P (1
0t 0% | Bo
o8 _ 0P (1
dy 0y | Bo
or 0 | P
5= 5 |
oi 0 l
o(AB)  O0(Ap)
95 _ 0 (P (1
0z 0z \ By
9 _ 9 (P (1
or 0t \ Py
95 _ 0 (P <1
oy 9y 0
2

w0 (E(1-29),)
0z 0z \ B Bo BoV2

o __0 P<1_M

O(AB)  I(AB) \ Po Bo

F (50 %))
0z 0z \ Bo Bo Bo
i i(i-Amye_ s,

o Bo By ) V2 BoV?2
Ui (1)

oy BoV? Bo

2 (1)
N Ao

-4

PRI
| Bo Bo
11 AB 2
)x_zﬁo<1_50><P+V2P
)il (i o)
1 bBo Bo ) V?
(2
1 Bo Bo ) V2
)]
Bo 3
(s
Bo Bo
)l 3
BoV? Bo
AVGARE P AfS 2P
>y>zﬁo(1_ﬁo>+ﬁov2
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0: P A 2 AB) iP
= =" (1-= )+ (1-=) = B.15
= gm0 %) R %)% —
P 22 Ap
= —|14+—=]|(1—-— B.16
% () (- %) (10

0% Pz 1 zP
o = a5 (8) .
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APENDICE C - LINEARIZACAO e-EKF

O calculo da matriz Jacobiana f,, é novamente aplicada a definicdo conforme a

Equagao (4.11). Os elementos da Equagao (4.14) sao calculados abaixo:

0%

fis = 5o =

0%

fuu = 9
fis = g;j =
fie = gj =
for = gz =
fos = 9% _

f54 = AL =

fs6 = — =
fsr = ==
fezs = — =
foao = — =
fos = — =

0z Vv? o

f66 = 3. =

0
0z
0
i
0
9
0
0%
0
ad
9,
0z
0
i
) _ 0 d, d -2 d y?
fss = —_:a—y.(Pozoey = e <P+y>:aoeP<1+) (C.8)
0
9z
0
ad
0
0z
0
i
0
dy
0
0z
fo = o=o
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A matriz Jacobiana da Equagao (4.28) fica da seguinte forma:

0

Je= | fu fio fas fu [fis fis [ar
Js1 fs2 sz fsa fss fse Ssr
Jer Jfe2 Jfe3 Jfea Jes Jfes Jfer

i o Jro [z fra frs fre S |

O céalculo destes elementos sao realizados conforme abaixo:

i 8/ 1
= 5= g (374 =0
i 9/ 1 .
Jio = ay—ay<—27vw>—0
oi 0/ 1 1. oy 1
fiz = &—&(—27‘/95)——295‘/& —§$V@(—hp(z)>
= ;ﬂ/hy
oi 9 /1 1 (. 9 OV
fu = 5= a5 (27v%) ‘2”<Vag-c %)
1 2
- (v ¥)
i = ‘%_a<_1 V->__1 ov._ 1 g
BT gy g\ 2 T Ty T Y
i = 599'5_5’(_1 V>__1 A
B 7 9 T\ 2T T e Ty
i 9/ 1 1.
far = 87_87(_27‘/%)__2‘/%
o 0/ 1 .
F = 5 aa (T3VH) O
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(D.1)

(D.10)

(D.11)
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for = gg - gy (—;wy) — 0 (D.12)
s = gg — 8(1 (—;Wg) _ —;7 (vgg aav (D.15)

= —;’V (V + ‘5) (D.16)
for = gz _ 57 (—;ﬂ@)) — vy (D.18)
fo = gi — aa:c (—;wz' _ g) —0 (D.19)
fe2 = g’; = aay (—;’sz — g) =0 (D.20)
fos = gi - aaz (—;’yVé - g) = Z5Vhy (D.21)
for = gg _ gy, (—;wz ~g) = —;#’Vz (D.23)
fos = gj _ ai (—;7\/2’ ~g) =357 (v + i) (D.24)
fer = gi = 887 (—;7\/2 - g) = —;Vz (D.25)
fn = gz = (,i(—fyhz) =0 (D.26)
fr2 = gz = aay(—vhz) =0 (D.27)
frs = gz = ai(—’yhé) = h?iy (D.28)
fr = gz = aaj;(—m) =0 (D.29)
frs = gg = (%(—’yhé) =0 (D.30)
fre = gz = aaz.(—vhé) = —h (D.31)
frr = gz = aa,y(— hi) = —hz (D.32)
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